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Si usted desea ver como cobra vida del contenido de electromagnetica, como 
se muestra en estas ilustraciones, asegurese de colocar el CD que acompana a 
su libro (o visite el sitio web del mismo en http://www.mhhe.com/haytbuck). 
Encontrara ilustraciones, animaciones, ejemplos interactivos y cuestiona- 
rios, todos en ingles, que han sido disenados para proporcionarle una expe- 
riencia interactiva con los conceptos fundamentales de la electromagnetica. 
Los fconos del CD-ROM se han colocado a lo largo del libro para indicar 
cuando es que estos recursos estan disponibles en Media Suite CD-ROM. 
jEsperamos que utilice Media Suite y que esto fomente su aprendizaje de la 
electromagnetica ! 
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P R E F A C I O 



El proceso de preparacion de la nueva edicion de un libro es una mezcla muy particular de 
esfuerzo y satisfaccion. A lo largo de un gran ntimero de horas y pequenos detalles, las ta- 
reas de incorporar nuevas ideas que expandan las ya existentes y quitar las que se han vuel- 
to tediosas proporciona momentos muy gratificantes. Durante este proceso se experimenta 
la sensacion de que este nuevo libro sera mejor y mas litil. 

En el caso de la materia de teorfa electromagnetica la parte fundamental nunca cambia, 
por lo que se puede pensar que la manera de abordar estos temas en ediciones anteriores se 
ha dejado intacta. Este fue mi enfoque al preparar la sexta edicion de este libro. Sin embar- 
go, en la preparacion de esta septima edicion me he tornado algunas libertades. Los temas 
que han estado presentes desde la primera edicion se volvieron a analizar y algunos se eli- 
minaron por completo y otros se reubicaron en otras partes del libro. Estas modificaciones 
las lleve a cabo muy rara vez, ya que mi objetivo siempre fue mejorar la continuidad del ma- 
terial tratando a la vez de evitar cualquier elemento que pudiera quitarle el atractivo y el exi- 
to que ha tenido por casi cincuenta anos la obra original del doctor Hayt. 

En anos mas recientes, muchos cursos sobre la materia de teorfa electromagnetica han 
resaltado en particular la teorfa de las lineas de transmision de una manera consistente con 
la popularidad de la ingenierfa en computacion como una materia de primordial importan- 
cia dentro del plan de estudios de la carrera de ingenierfa electrica. Esto ha tenido como con- 
secuencia el cambio mas importante en esta nueva edicion: la reescritura de un capitulo (e 
independiente en esta nueva edicion) sobre lineas de transmision. Este nuevo capitulo es el 
ntimero 1 1 (antes capitulo 13) y esta ubicado antes de los capitulos que tratan el tema de on- 
das electromagneticas. En el capitulo 1 1, el tratamiento de las lineas de transmision se lle- 
va a cabo por completo en el contexto de la teorfa de circuitos; se presenta el tema del 
fenomeno ondulatorio y se utiliza exclusivamente en forma de voltajes y corrientes. Asimis- 
mo, se aborda el tema de perdidas en lineas de transmision junto con un minucioso trata- 
miento de la ecuacion de onda. Los conceptos de inductancia y capacitancia se consideran 
parametros conocidos y por tanto no dependen de otros capitulos. Esto permite que, si asi 
se desea, las lineas de transmision sea el tema inicial del curso. Los temas de concepto de 
campo y calculo parametrico en lineas se han conservado; sin embargo, aparecen al comienzo 
del capitulo 14 donde juegan un papel muy importante pues ayudan a presentar los concep- 
tos de guia de ondas a la vez que proporcionan una mejor perspectiva respecto al problema 
del guiado de ondas. El tratamiento que se le administra a las lineas de dos hilos, coaxiales 
y planas con diferentes regimenes de frecuencias ha sido el mismo que en ediciones ante- 
riores; sin embargo, se ha adicionado una nueva seccion acerca de lineas de microcinta. Es- 
te material puede estudiarse despues del capitulo 12 y no requiere del capitulo 13. 

Los capitulos sobre ondas electromagneticas, el 12 y el 13 (antes el 11 y el 12), conti - 
niian siendo independientes del tema teorfa de las lineas de transmision en el sentido de que 
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el estudiante puede abordar el capftulo 12 inmediatamente despues del capftulo 10. De esta 
forma, el tema del fenomeno ondulatorio se presenta desde sus principios fundamentales pe- 
ro dentro del contexto de las ondas planas uniformes. El capftulo 12 alude al capftulo 1 1 en 
puntos donde este pueda proporcionar una mejor perspectiva y mayores detalles. Sin embar- 
go, si el profesor o el estudiante desean proceder en ese orden, en el capftulo 12 se presen- 
ta todo el material necesario para aprender el tema de ondas planas sin tener que estudiar el 
tema de lfneas de transmision primero. 

El estudio de los temas de reflexion de ondas planas y dispersion en el capftulo 13 conti- 
nua en el capftulo 14; en este se analizan los fundamentos del guiado de ondas con la ayuda 
de los modelos de reflexion de ondas planas, asf como mediante la solucion directa de la ecua- 
cion de onda. Este capftulo conserva el contenido original de la sexta edicion; sin embargo, 
ahora incluye una seccion adicional sobre fibras opticas, ademas del tema de estructura de 
lfneas de transmision mencionado antes. La ultima parte del capftulo 14 trata sobre los con- 
ceptos basicos de radiation, el cual es un tema estudiado en las ediciones precedentes. 

En la reestructuracion de los capftulos anteriores se encuentra la division del capftulo 5 
(conductores, dielectricos y capacitancia) en dos capftulos (5 y 6) que tratan sobre conduc- 
tores y capacitores de forma independiente. El capftulo 6 (el cual trataba los temas de 
mapeo de campo y tecnicas numericas) se ha suprimido, pero se ha conservado parte de es- 
te material en otros capftulos. El tema de mapeo cuadratico curvilfneo y el estudio y el ana- 
lisis de analogfas de corriente son parte del capftulo sobre capacitancia (6), y la seccion 
sobre la solucion iterativa es ahora parte del desarrollo de las ecuaciones de Laplace y Pois- 
son en el capftulo 7. 

Un suplemento importante en esta edicion es un CD con demostraciones por computa- 
dora y programas interactivos desarrollados por Natalia Nikolova de la Universidad de Mc- 
Master, y Vikram Jandhyala e Indranil Chowdhury de la Universidad de Washington. Sus 
excelentes contribuciones son muy apropiadas para este texto. Cuando se presenta un ejer- 
cicio relacionado con el texto, aparecen fconos de CD en el margen izquierdo. Asimismo, 
con la finalidad de servir como ayuda al estudio, el CD contiene pequenos examenes. Se 
presenta tambien un gran numero de animaciones (incluyendo algunas creadas por mf) que 
ayudan a visualizar la mayor parte de los fenomenos que se describen en el texto. 

Se ha reemplazado aproximadamente un cuarenta por ciento de los problemas de la sex- 
ta edicion. Ademas de la gran cantidad de problemas nuevos, he incluido algunos proble- 
mas “clasicos” de Bill Hayt que aparecen en ediciones anteriores de este libro. He tornado 
la decision de revivir los que, desde mi particular punto de vista, fueron los mejores y mas 
relevantes. Los problemas de repaso se han reconstruido por completo y se les han corregi- 
do errores. 

Adicionalmente a estas modificaciones, el tema medular del texto se ha conservado 
desde su primera edicion en 1958. Se ha utilizado un metodo inductivo que sea consistente 
con el desarrollo historico. En dicho metodo se presentan las leyes experimentales como 
conceptos independientes que, posteriormente, se unifican en las ecuaciones de Maxwell. 
Despues del primer capftulo que trata el analisis vectorial se presentan herramientas mate- 
maticas adicionales a medida que estas se van necesitando. A lo largo de todas las ediciones 
anteriores, asf como en esta, el objetivo fundamental ha sido que los estudiantes aprendan 
de manera independiente. Con la finalidad de facilitar este proceso se proporciona un gran 
numero de ejemplos, problemas de repaso (que por lo general contienen multiples partes), 
problemas al final de cada capftulo y en CD. Se proporcionan las respuestas a los proble- 
mas de repaso debajo de cada uno de ellos. En el apendice E se encuentran las respuestas a 
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los problemas del final del capitulo que tienen numero impar. En un future estara dispo- 
nible el manual de respuestas para el profesor, que junto con el contenido del CD y otros 
recursos de aprendizaje se encuentran disponibles en la pagina web de este texto, 
http://www.mhhe.com/haytbuck. La herramienta COSMOS (Complete Online Solutions 
Manual Operating System), disponible para los instructores en CD-ROM, contiene todos los 
problemas del libro, incluyendo el texto y las imagenes a los que se refieren, asi como la so- 
lucion a todos los problemas del libro. Este material ayudara al profesor a organizar, distri- 
buir y rastrear problemas a medida que los asigne a los estudiantes. Asimismo, se agradece 
el apoyo de las companias ANSOFT y Faustus Scientific Corp. 

Este libro contiene material mas que suficiente para un curso de un semestre. Como es 
logico, se destacan los conceptos sobre estatica y estos se presentan en la primera parte del 
texto. En un curso que resalte los conceptos sobre dinamica se puede estudiar el tema sobre 
lfneas de transmision primero o en cualquier otro punto del curso. El material que versa so- 
bre estatica puede cubrirse de una forma mas rapida omitiendo el capitulo 1 (disenado para 
leerse como repaso) y saltandose las secciones 2.6, 5.5, 5.6, 6.5, 6.6, 7.4 hasta la 7.6, 8.6, 
8.7 y 9.3 hasta la 9.6, 9.8 y 10.5. Se puede lograr una presentacion mas directa del tema de 
ondas planas omitiendo las secciones 12.5, 13.5 y 13.6. El objetivo del capitulo 14 es el es- 
tudio de temas avanzados en los que el desarrollo de los conceptos de guias de ondas y an- 
tenas se presenta por medio de la aplicacion de los metodos aprendidos en capitulos 
anteriores, lo que ayuda al estudiante a afirmar sus conocimientos. Asimismo, puede servir 
como un puente entre el curso basico y cursos mas avanzados que le precedan. 
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V I S I T A G U I A D A 

El objetivo principal de este libro es presentar la teorfa electromagnetica de una forma clara, in- 
teresante y facil de aprender. A continuacion se le presentan al estudiante algunos consejos uti- 
les para que le ayuden a estudiar y tener exito durante el curso. 



Ejemplos: En cada capftulo se presenta un gran numero de ejemplos de facil acceso para 
que el alumno refuerce los conceptos estudiados. 




donde |V 0 (z)\ = |V 0 (0)|e" 



En una lfnea de transmision de 20 m de longitud se presenta una cafda de potencia de 2.0 db 
de extremo a extremo. a) iQue fraccion de la potencia de entrada llega a la salida? b) iQue 
fraccion de la potencia de entrada llega a la mitad de la lfnea? c) tQud coeficiente de ate- 
nuacion exponencial, cr, representa esto? 

Solucion. a) La fraccion de potencia sera 
(P( 20)) 

(P( 0 )> 

b) 2 dB en 20 m equivale a una perdida de 0.2 dB/m. Asf que, en un tramo de 10 me- 
tros, la perdida serd de 1.0 dB. Esto representa una fraccion de potencia de 10 -0 1 = 0.79. 

c) El coeficiente de atenuacion exponencial se encuentra a traves de 

2.0 dB 



- = 10 2 = 0.63 



- = 0.012 [Np/m] 



(8.69 dB/Np)(20 m) 

Como punto final se plantea la pregunta: ^,Por que utilizar decibeles? La respuesta ine- 
ludible es que cuando se evalua la potencia acumulada de varias lfneas y dispositivos conec- 



Problemas de repaso: Cada capftulo contiene un numero considerable de problemas de re- 
paso. Estos problemas, que incluyen su respuesta, sirven para que el estudiante verifique, de 
una manera rapida, su comprension del material presentado. 




D1 4.3 Los conductores de una lmea de transmision bifilar tienen un radio de 0.8 mm 
cada uno y una conductividad de 3 x 10 7 S/m. Se encuentran separados por una dis- 
tancia de 0.8 cm entre centros en un medio para el cual e' = 2.5, \x = lycr = 4x 
10 -9 S/m. Si la lfnea opera a 60 Hz, encuentrese: a) 5; b) C; c ) G; d) L\ e) R. 

Respuesta: 1.2 cm; 30 pF/m; 5.5 nS/m; 1.02 /zH/m; 0.033 Q/m 
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Problemas al final del capitulo: Cada capitulo contiene un gran numero de problemas, in- 
cluyendo respuestas a los problemas seleccionados en el apendice E con el fin de ofrecer al 
estudiante la oportunidad de practicar lo aprendido. 




14.17 Una gufa de ondas rectangular tiene como dimensiones, a = 6 cm y b = 4 cm. a) ^En 
que rango de frecuencias operara la gufa en un solo modo? b) /,En que rango de fre- 
cuencias la gufa solo soportara ambos modos, TE 10 y TM 01 ? 

14.18 Dos gufas de onda rectangulares estan unidas de extremo a extremo. Las gufas tienen 
dimensiones identicas, donde a = 2b. Una gufa esta llena con aire; la otra esta llena 
con un dieldctrico sin perdidas caracterizado por e'. a) Determine el valor maximo 
permisible de tal manera que pueda asegurarse una operacion en un solo modo, si- 
multaneamente, de ambas gufas a una frecuencia. b) Escriba una expresion para el 
rango de frecuencias en el que ocurrira la operacion en un solo modo en ambas gufas; 
su respuesta debera estar escrita en terminos de e', dimensiones de las gufas y otras 
constantes conocidas. 



CD-ROM del estudiante: Este libro contiene un CD-ROM para mejorar aun mas la com- 
prension del estudiante de la teorfa electromagnetica. (Los detalles sobre el contenido del 
CD-ROM se presentan en las dos paginas siguientes.) A lo largo del libro se indica con el 
icono de un CD, en el margen izquierdo del texto, cuando se debe utilizar este para obtener 
ayuda adicional con respecto a un determinado tema. 




Respuesta: U; 1.U1H ml : b.28 L 



2.4 Campo de una linea de carga 

Hasta el momento se han considerado dos tipos de distribuciones de carga: la carga puntual 
y la carga distribuida a traves de un volumen con densidad p v C/m 3 . Si ahora se considera 
una distribucion de densidad de carga volumetrica en forma de filamento, por ejemplo, la 
de un fino haz de electrones en un tubo de rayos catodicos o la de un conductor cargado y de 
radio muy pequeno, es conveniente tratar la carga como una linea con densidad de carga p L 
C/m. En el caso del haz de electrones, las cargas estan en movimiento y es cierto que no se 
trata de un problema electrostatico. Sin embargo, si el movimiento de los electrones se man- 



, A , 

| Interactivos | 



XX 



Visita guiada 



Student Media Suite 




El CD-ROM se creo para proporcionarle al estudiante recursos de aprendizaje adicionales 
y asi pueda comprender los conceptos complejos de la teorfa electromagnetica. Esta herra- 
mienta de autoestudio posee una interfaz en la que es facil navegar, lo que permite que el 
estudiante encuentre el material de cada capitulo. 



Sphere 




Recurso de aprendizaje # 2: Animaciones: Un gran 
mimero de animaciones va incluso un paso mas alia 
presentando al estudiante una demostracion de los feno- 
menos electromagneticos por medio de animacion 
Flash. 



Recurso de aprendizaje # 1: Ilustraciones: 

Con la finalidad de ayudar al estudiante a visua- 
lizar los conceptos estudiados se incluyen ilus- 
traciones en cuatro colores. 



> 
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Recurso de aprendizaje # 3: Figuras interactivas: Las figuras interactivas no solamente 
permiten al estudiante ver los conceptos, sino tambien ajustar las variables ffsicamente e in- 
cluso la misma figura para ver los conceptos en accion. 




Recurso de aprendizaje # 4: Examenes rapidos: Para evaluar la comprension del estu- 
diante se incluye una prueba rapida de cada capitulo. El sistema ofrece realimentacion in- 
mediata para que el estudiante sepa que ha contestado correctamente las preguntas. 




QUIZ — CHAPTER 1 (Vector Analysis) 



1. The cross product of 8a, + 6a.y (first vector) and 9a„ -4a x (second vector) is 
X [ Select | 72a,, - 24a x 

^ [ Select ] “24a,, + 32a y - 54a x 
| Select ] 72a„ + 24a^, + 1 6a x 
[ Select ] 24a„ - 328^, + 54 a x 

2. A vector function whose divergence is 4x could be 
X | Select ] 4xa„ 

[ Select | (4x 2 + ^)a x 
[ Select | 4x 2 a„ 

^ [ Select | (2x 2 ~,y)a,, 

3. The gradient of the scalar function xyz is 
X [ Select ] xa„ + ya y + za z 

X | Select | 0 

^ [ Select | yza x + xya y + xza„ 

X [ Select ] xyza r + 7yza y + xyza z 
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Analisis vectorial 



E l analisis vectorial es un campo de las matematicas que imparten mucho mejor los 
matematicos que los ingenieros. Sin embargo, muchos estudiantes de ingenierfa del 
penultimo y ultimo anos no han tenido el tiempo (o quizas la inclinacion) de tomar 
un curso de analisis vectorial, aunque es probable que varios de los conceptos elementales 
de vectores y sus operaciones les hayan sido presentados en los cursos de calculo. Estos 
conceptos fundamentales y sus operaciones se explican en este capftulo, y el tiempo que se 
les dedique dependera de las bases precedentes. 

El enfoque de este texto es el de un ingeniero o un ffsico y no el de un matematico, ya 
que las demostraciones se bosquejan en vez de exponerse rigurosamente y se destaca la 
interpretation ffsica. Es mas facil para los ingenieros tomar cursos mas rigurosos y comple- 
tes en el departamento de matematicas despues de haber estudiado algunos esquemas ffsi- 
cos y sus aplicaciones. 

El analisis vectorial es una taquigraffa matematica. Contiene algunos sfmbolos nuevos, 
algunas reglas nuevas, una que otra trampa y, como la mayor parte de los nuevos campos de es- 
tudio, demanda concentration, atencion y practica. Los problemas de repaso, que se presentan 
por primera vez al final de la section 1 .4, deben considerarse como parte integral del texto. 
Todos deberan resolverse. No deben presentar dificultad si el material que acompana esta sec- 
cion del texto ha sido comprendido por complete. Se requiere un poco mas de tiempo para 
“leer” de esta manera el capftulo, pero la inversion en tiempo producira buenos dividendos. ■ 



1.1 Escalares y vectores 

El termino escalar se refiere a una cantidad cuyo valor puede representarse con un simple 
numero real (positivo o negativo). Las x,yyz usadas en algebra basica son escalares, y las 
cantidades que representan tambien lo son. Si hablamos de un cuerpo que cae a una distancia L 
en un tiempo f, o de la temperatura T en cualquier punto en un tazon de sopa cuyas coorde- 
nadas son x,yyz, entonces L, t, T, x, y y z son escalares. Otras cantidades escalares son la 
masa, la densidad, la presion (pero no la fuerza), el volumen y la resistividad volumetrica. 
El voltaje tambien es una cantidad escalar, aunque la representacion compleja en numeros 
complejos de un voltaje sinusoidal (un procedimiento artificial) produce un escalar comple- 
jo o fasor, cuya representacion necesita dos numeros reales, como la amplitud y el angulo 
de fase, o parte real y parte imaginaria. 
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Una cantidad vectorial tiene tanto magnitud 1 como direccion en el espacio. Solo se- 
ran de interes los espacios de dos y tres dimensiones, aunque en aplicaciones mas avan- 
zadas los vectores pueden definirse en espacios de n dimensiones. La fuerza, la velocidad, la 
aceleracion y una lfnea recta que van de la terminal positiva a la negativa de un acumula- 
dor son ejemplos de vectores. A cada cantidad la caracterizan tanto una magnitud como 
una direccion. 

Los campos escalares y vectoriales seran de mayor importancia. Un campo (escalar o 
vectorial) puede definirse matematicamente como la funcion del vector que conecta un ori- 
gen arbitrario con un punto cualquiera en el espacio. En general, es posible asociar algun 
efecto ffsico con un campo, como la fuerza sobre la aguja de una brujula en el campo mag- 
netico de la Tierra o el movimiento de las partfculas de humo en el campo que define el vec- 
tor velocidad del aire en alguna region del espacio. Es necesario observar que el concepto 
de campo invariablemente se relaciona con una region. Algunas cantidades se definen en ca- 
da punto de una region. Tanto los campos escalares como los vectoriales tienen una exis- 
tencia real. La temperatura de un tazon de sopa y la densidad en cualquier punto de la Tierra 
son ejemplos de campos escalares. Los ejemplos de campos vectoriales son los campos gra- 
vitacional y magnetico de la Tierra, el gradiente de voltaje en un cable y el gradiente de tem- 
peratura en la punta de un cautrn. En general, el valor de un campo varfa tanto con la posicion 
como con el tiempo. 

En este libro, asf como en muchos otros que utilizan la notacion vectorial, los vectores 
se indicaran con negritas: A. Los escalares se escribiran en cursivas: A. Cuando escribimos a 
mano o usamos una maquina de escribir es costumbre dibujar una raya o una flecha sobre la 
letra que la representa para mostrar el caracter vectorial de la cantidad. (Precaucion: Esta es 
la primera trampa. Una notacion incorrecta, como la omision de la raya o de la flecha para 
un vector, es la principal causa de error en el analisis vectorial.) 



1 .2 Algebra vectorial 

Con las definiciones de vectores y campos vectoriales que se han establecido es posible de- 
finir las reglas de la aritmetica vectorial, del algebra vectorial y, posteriormente, del calculo 
vectorial. Ciertas reglas seran similares a las del algebra escalar; otras, ligeramente diferen- 
tes, y otras, por completo nuevas y extranas. Esto es de esperarse, ya que un vector presen- 
ta mas informacion que un escalar, y la multiplicacion de dos vectores, por ejemplo, sera 
mas complicada que la multiplicacion de dos escalares. 

Las reglas son de una rama de las matematicas que se encuentra firmemente estableci- 
da. Todos “juegan con las mismas reglas” y nosotros, por supuesto, simplemente observa- 
remos e interpretaremos estas reglas. Sin embargo, es ilustrativo considerarnos pioneros en 
este campo. Si uno establece sus propias reglas, es posible establecer cualquiera que se de- 
see. El unico requerimiento es que sean autoconsistentes. Claro esta, serfa agradable que las 
reglas concordaran con las del algebra escalar hasta donde fuera posible, y serfa aun mejor 
si nos habilitaran para resolver algunos problemas practicos. 

La suma vectorial sigue la ley del paralelogramo, y esta es facil de realizar en forma 
grafica, aunque resulta imprecisa. La figura 1.1 muestra la suma de dos vectores, A y B. Es 



1 Se adopta la convencion de que “magnitud" implica “valor absolute”; por lo tanto, la magnitud de cualquier can- 
tidad es siempre positiva. 
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Figura 1.1 Dos vectores pueden sumarse graficamente dibujandolos desde un 
origen comun y completando el paralelogramo o haciendo que el segundo vector 
comience en la punta del primero y completando el triangulo; cada uno de estos 
metodos es facilmente generalizado para el caso de tres o mas vectores. 



facil observar que A + B = B + A, es decir, que la suma de vectores tiene la propiedad con- 
mutativa. La suma vectorial tambien tiene la propiedad asociativa, 

A + (B + C) = (A + B) + C 

Observese que cuando un vector se dibuja como una flecha de longitud finita, su loca- 
lizacion la define la cola de la flecha. 

Los vectores coplanares o vectores que pertenecen a un piano comun, como los que 
muestra la figura 1. 1, y que estan sobre el piano del papel, pueden agregarse tambien expre- 
sando cada vector en terminos de sus componentes “horizontal” y “vertical” y sumando las 
componentes correspondientes. 

Los vectores en tres dimensiones pueden, asimismo, sumarse expresando cada uno de 
ellos en terminos de sus componentes y sumando estas a los terminos correspondientes. Se 
encontraran ejemplos de estos procesos de adicion despues de estudiar las componentes 
vectoriales en la section 1.4. 

La regia para la sustraccion de vectores se define facilmente con respecto a la suma, da- 
do que siempre se puede expresar A — B como A + ( — B>; el signo y la direccion del se- 
gundo vector se invierten, y entonces este vector se suma al primero siguiendo la regia de 
la adicion vectorial. 

Los vectores pueden multiplicarse por escalares. Cuando el escalar es positivo, la mag- 
nitud del vector cambia pero no su direccion. Sin embargo, la direccion se invierte al mul- 
tiplicarla por un escalar negativo. La multiplicacion de un vector por un escalar tambien tie- 
ne las propiedades asociativa y distributiva del algebra, es decir, 

( r + s)( A + B) = /-(A + B) + s(A + B) = rA + /-B + sA + .?B 

La division de un vector por un escalar es simplemente la multiplicacion por el reciproco de 
dicho escalar. 

La multiplicacion de un vector por un vector se estudiara en las secciones 1.6 y 1.7. 

Se dice que dos vectores son iguales si su diferencia es cero, o A = B si A — B = 0. 

Cuando se utilizan campos vectoriales se suman o restan siempre que esten definidos 
en el mismo punto. Por ejemplo, el campo magnetico total alrededor de un pequeno iman 
de herradura aparecera como la suma de los campos que producen la Tierra y el iman per- 
manente; es decir, el campo total en cualquier punto es la suma de los campos individuates 
en dicho punto. 

De cualquier manera, si no se esta considerando un campo vectorial se pueden sumar o 
restar vectores que no esten definidos en el mismo punto. Por ejemplo, la suma de la fuerza 
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gravitacional que actua sobre un hombre de 150 lb ( (libras-fuerza) en el Polo Norte y la 
que actua sobre un hombre de 175 hty en el Polo Sur puede obtenerse trasladando cada 
vector fuerza al Polo Sur antes de hacer la suma. La resultante es una fuerza de 25 lb^ di- 
rigida hacia el centra de la Tierra en el Polo Sur; si se quieren hacer diflciles las cosas se 
puede describir la fuerza como 25 I b ( alejdndose del centra de la Tierra (o “hacia arriba”), 
en el Polo Norte. 2 



1.3 El sistema de coordenadas 
rectangular 

Para describir con precision un vector deben darse algunas longitudes especfficas, direccio- 
nes, angulos, proyecciones o componentes. Existen tres metodos sencillos para hacer esto, 
y cerca de otros ocho o diez metodos que resultan utiles en casos muy especiales. Se utili- 
zaran unicamente los tres metodos sencillos, y el mas sencillo de estos es el del sistema de 
coordenadas cartesianas o rectangulares. 

En el sistema de coordenadas cartesianas se utilizan tres ejes coordenados perpendicu- 
lares entre si, llamados eje x,yyz. Se acostumbra elegir un sistema de coordenadas de ma- 
no derecha en el cual una rotacion (que describe un pequeno angulo) del eje x hacia el eje 
y causarla que un tornillo derecho avanzara en la direccion del eje z. Los dedos de la mano 
derecha, pulgar, Indice y medio, pueden entonces identificar los ejes x,yyz, respectivamen- 
te. La figura 1.2a muestra un sistema de coordenadas cartesianas de la mano derecha. 

La localizacion de un punto se hace por medio de sus coordenadas x,yyz- Estas son, 
respectivamente, las distancias desde el origen a cada una de las intersecciones de una pro- 
yeccion perpendicular desde el punto de los ejes x,yyz. Un metodo opcional para interpre- 
tar los valores de las coordenadas, y que corresponde al que debe usarse en todos los demas 
sistemas de coordenadas, es considerar el punto como la interseccion de tres superficies, los 
pianos x = constante, y = constante y Z = constante, siendo las constantes los valores de las 
coordenadas del punto. 

La figura 1.2 b muestra los puntos P y Q, cuyas coordenadas son (1, 2, 3) y (2, —2, 1), 
respectivamente. Por consiguiente, el punto P se localiza en la interseccion de los pianos 
x= I , y = 2 y z = 3, mientras que el punto Q se localiza en la interseccion de los pianos x = 2, 
y = -2, z = 1. 

A medida que aparezcan otros sistemas de coordenadas en las secciones 1.8 y 1.9, se 
espera encontrar puntos que se localicen en la interseccion comun de tres superficies, no 
necesariamente pianos, pero que sigan siendo mutuamente perpendiculares en el punto de 
interseccion. 

Si se visualiza la interseccion de tres pianos en cualquier punto P, cuyas coordenadas 
sean x,yyz, puede incrementarse el valor de cada coordenada por una cantidad diferencial 
y obtenerse tres pianos ligeramente desplazados que se intersecten en un punto P', cuyas 
coordenadas seran x + dx, y + dy y z + dz. Los seis pianos definen un paralelepfpedo rec- 
tangular cuyo volumen es dv = dxdydz', las superficies tienen diferenciales de areas dS de 
dxdy, dydz y dzdx. Por ultimo, la distancia dL de P a P' es la diagonal del paralelepfpedo y 



2 Algunos han hecho notar que la fuerza debe describirse en el ecuador como si siguiera una direccion “norte”. 
Tienen razon, pero esa es una explicacion redundante. 
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a) 




Figura 1.2 a) Un sistema de coordenadas cartesianas de la mano derecha. Si los dedos 
doblados de la mano derecha indican la direccion de giro por medio de la cual el ejex se 
haria coincidir con el eje y, el pulgar muestra la direccion del eje z. b) Localization de los 
puntos P( 1 , 2, 3) y Q( 2, -2, 1). c) Elemento diferencial de volumen en coordenadas 
cartesianas; dx, dy y dz son, en general, diferenciales independientes. 



tiene una longitud de \J (dx) 2 + (dy) 1 + (dz) 2 . El elemento diferencial de volumen lo 
muestra la figura 1.2c; el punto P' esta indicado, pero el punto P se localiza en la unica es- 
quina invisible. 

Todo esto es familiar desde la perspectiva de la trigonometna o de la geometrfa del espa- 
cio, y hasta ahora involucra unicamente cantidades escalares. En la siguiente section se em- 
pezara con la description de los vectores en terminos de un sistema de coordenadas. 



1 .4 Componentes vectoriales 
y vectores unitarios 

Para describir un vector en un sistema de coordenadas cartesianas se considera primero un 
vector r que se extiende alejandose del origen. Una manera logica de identificar este vector 
es proporcionar los tres componentes vectoriales , que se encuentran a lo largo de los tres 
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Figura 1.3 a) Componentes vectoriales x, y y z del vector r. b) Los vectores 
unitarios del sistema de coordenadas cartesianas tienen magnitud unitaria y se 
dirigen hacia donde aumentan los valores de las respectivas variables, c) El 
vector R pq es igual al vector diferencia r Q - r p . 

ejes coordenados y cuya suma vectorial debe ser igual al vector dado. Si las componentes 
vectoriales de un vector r son x, y y z, entonces r = x + y + z. Las componentes vectoria- 
les se muestran en la figura 1.3a. En vez de un vector ahora se tienen tres, pero esto signi- 
fica un paso hacia adelante porque los tres vectores son de naturaleza muy sencilla y cada 
uno se orienta siempre a lo largo de uno de los ejes coordenados. 

En otras palabras, las componentes vectoriales tienen una magnitud que depende del 
vector dado (tal como el r citado antes), pero cada una tiene una direccion constante cono- 
cida. Esto sugiere el uso de vectores unitarios, los cuales tienen magnitud unitaria por defi- 
nicion y se orientan a lo largo de los ejes coordenados en la direccion en la que crecen los 
valores de las coordenadas. Se reservara el simbolo a para un vector unitario y se identifica 
su direccion con un subindice apropiado. Entonces a t a y a„ son los vectores unitarios en 
el sistema de coordenadas cartesianas. 3 Son dirigidos a lo largo de los ejes x,yyz, respec- 
tivamente, como lo muestra la figura 1.3 b. 



3 Los sfmbolos i, j y k tambien se usan comunmente para los vectores unitarios en coordenadas cartesianas. 
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Si la componente vectorial y tiene una magnitud de dos unidades y se dirige hacia 
donde aumentan los valores de y, se debera escribir entonces y = 2a . Un vector r p que 
apunta desde el origen a un punto P(l, 2, 3) se escribe como r p = a v + 2a y + 3a,. El vector 
desde el punto P a Q se puede obtener aplicando la regia de la suma vectorial. Esta regia 
muestra que el vector desde el origen a P mas el vector desde P a Q es igual al vector des- 
de el origen a Q. El vector deseado desde P(l, 2, 3) a <2(2, —2, 1) es, por lo tanto, 



Los vectores r p , r 0 y R p0 se muestran en la figura 1.3c. 

Este ultimo vector no empieza en el origen, como lo hacia el vector r considerado al 
principio. Sin embargo, hemos aprendido que los vectores que tienen la misma magnitud y 
apuntan en la misma direccion son iguales, asi que para ayudar al proceso de visualizacion 
se tiene la libertad de desplazar cualquier vector hasta el origen, antes de determinar sus 
componentes vectoriales. Desde luego, el paralelismo se debe mantener durante el proceso 
de desplazamiento. 

Si se considera un vector fuerza F en vez de cualquier otro vector, excepto uno de des- 
plazamiento tal como el vector r, el problema radica en proporcionar letras apropiadas pa- 
ra los tres componentes vectoriales. No seria apropiado llamarlas x, y y z, pues representan 
desplazamientos o distancias dirigidas, medidas en metros (abreviado m) o alguna otra unidad 
de longitud. El problema se evita usando componentes escalares, simplemente llamadas 
componentes F x , F y y F 7 . Las componentes son las magnitudes, con signo positivo o nega- 
tivo, de los componentes vectoriales. Se escribe entonces F = F x a v + F a + F_ a.. Los com- 
ponentes vectoriales son F x a y , F a y F 7 a.. 

Cualquier vector B, entonces, se puede describir por B = B x a v + B a + B_ a.. La mag- 
nitud de B, denotada por |B| o simplemente B, esta dada por 



Cada uno de los tres sistemas coordenados que se estudiaran tendra tres vectores unita- 
rios fundamentales y mutuamente ortogonales, los cuales se utilizaran para descomponer 
cualquier vector en sus componentes vectoriales. Sin embargo, los vectores unitarios no se 
limitaran a esta aplicacion. Es muy necesario saber como escribir un vector unitario que ten- 
ga una direccion especffica. Esto es muy sencillo, pues un vector unitario en una direccion 
dada es simplemente un vector en esa direccion dividido entre su magnitud. Un vector uni- 
tario en la direccion r es t x 2 + y 2 + z 2 , y un vector unitario en la direccion B es 



Rpp — r Q — tp — (2— 1 )a v + (—2 — 2)a v + (1 — 3)a- 
= a v — 4a v — 2a z 




(1) 



B 



B 




|B| 



(2) 
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EJEMPLO 1.1 



Especificar el vector unitario dirigido desde el origen hacia el punto G( 2, —2, —1). 

Solution. Como primer paso se construye un vector que se extienda desde el origen has- 
ta el punto G, 



G — 2a. v — 2 Uy — a^ 

Entonces se encuentra la magnitud de G, 

|G| = V(2) 2 + (-2) 2 + (-1) 2 = 3 



y, por ultimo, se expresa el vector unitario deseado como el cociente. 



3C IGI 



2 a 

3 a _v 



2 „ 

3“v 



3 a ; 



= 0.667a, - 0.667a v - 0.333a, 



Es deseable escoger un simbolo que identifique un vector unitario de modo que su ca- 
racter sea inmediatamente captado. Los simbolos que se han utilizado son u ;j . a ;; . 1 B , o in- 
cluso b. Se usara consistentemente la letra minuscula a con un subindice apropiado. 

[Nota: A lo largo del texto aparecen problemas de repaso despues de las secciones en 
las que se presenta un nuevo principio, asi el estudiante examinara por sf mismo su com- 
prension de las ideas basicas. Los problemas son utiles para que se familiaricen con los nue- 
vos terminos e ideas, por lo que todos deben resolverse. Las respuestas a los problemas se 
dan en el mismo orden que las partes del problema.] 



D1 .1 Dados los puntos M(— 1, 2, 1), M3, —3, 0) y P(— 2, —3, —4), encontrar: a) R jWV ; 
^ ^-mn + c ) l r Afl ’ ^ a MP’ e ) l^ r p ~ 3r ivl 

Respuestas: 4a v — 5a f — a,; 3a x — 10a } , — 6a,; 2.45; — 0.14a v — 0.7a v — 0.7a,; 15.56 



1.5 El campo vectorial 

Se ha definido ya el campo vectorial como una funcion vectorial de un vector position. En ge- 
neral, la magnitud y direction de la funcion cambiaran conforme se este moviendo a traves de 
la region, y el valor de la funcion vectorial debe determinarse a partir de los valores de las 
coordenadas del punto en cuestion. Puesto que se ha considerado solamente un sistema de coor- 
denadas cartesianas, se espera que el vector sea una funcion de las variables x,yyz. 

Si se presenta nuevamente el vector position como r, entonces el campo vectorial G se 
puede expresar en notation funcional como G(r); un campo escalar T se escribe 7'(r). 

Si se inspecciona la velocidad del agua de mar en alguna region cercana a la superficie 
donde las mareas y las corrientes son importantes, se las podria representar por medio de un 
vector velocidad, que tendrfa cualquier direction, incluso hacia arriba o hacia abajo. Si se es- 
coge el eje z hacia arriba, el eje x en direction norte, el eje y en direction oeste y el origen en 
la superficie, tenemos un sistema de coordenadas de mano derecha y el vector velocidad se 
puede escribir como: v = v& x + v y a y + v.a,, o v(r) = v v (r)a t + v y (r)a v + v_(r)a_, en don- 
de cada componente v x , v y y v_ puede ser una funcion de las tres variables x, y y z. 
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Si el problema se simplifica, suponiendo que se esta en alguna porcion de la Corriente del 
Golfo donde el agua se mueve solo hacia el norte, entonces v y v_ son cero. Ademas, es po- 
sible hacer mas suposiciones para simplificar si declina la velocidad segun la profundidad 
y cambia muy lentamente conforme nos movemos al norte, al sur, este u oeste. Una expre- 
sion apropiada podrfa ser v = 2e z/100 a . Con esta expresion se obtiene una velocidad de 
2 m/s en la superficie y una velocidad de 0.368 x 2, o 0.736 m/s, a una profundidad de 100 m 
(z = —100), y la velocidad continua disminuyendo con la profundidad; en este ejemplo el 
vector velocidad tiene direccion constante. 

Mientras que el ejemplo precedente es bastante sencillo y solo es una burda aproxima- 
cion a una situacion ffsica, una expresion mas exacta corresponderfa a una interpretacion 
mucho mas compleja y diffcil. Se encontraran, en el estudio de la electricidad y el magne- 
tismo, varios campos mas sencillos que el ejemplo de la velocidad, en el cual solo intervie- 
nen una variable y una componente (la componente x y la variable z). Tambien se estudia- 
ran campos mas complicados, y los metodos de interpretacion ffsica de estas expresiones se 
analizaran en su momento. 



D1 .2 Un campo vectorial S puede expresarse en coordenadas rectangulares como 



S = { 125/ [(x - l) 2 + (y - 2) 2 + (z + l) 2 ] } {(x - l)a r + (>- - 2)a v + (z + l)aj. a ) 



Evaluar S en P( 2, 4, 3). b) Determinar un vector unitario que proporcione la direccion 
de S en P. c ) Especificar la superficie fix, y, z) en la que |S|= 1. 



V(x — l) 2 + (y — 2) 2 + (z + l) 2 = 125. 



1.6 El producto punto 

Aquf se considera el primero de dos tipos de multiplicacion vectorial. El segundo tipo se es- 
tudiara en la seccion siguiente. 

Dados dos vectores A y B, el producto punto o producto escalar, se define como el pro- 
ducto de la magnitud de A, la magnitud de B y el coseno del angulo entre ellos, 



El punto que aparece entre los dos vectores debe remarcarse para hacer hincapie en el. El 
producto escalar o producto punto, que es un escalar, como lo implica uno de sus nombres, 
obedece a la ley conmutativa, 



puesto que el signo del angulo no afecta el termino del coseno. La expresion A • B se lee 
“A punto B”. 

Quiza la aplicacion mas comun del producto punto sea en mecanica, donde una 
fuerza constante F aplicada sobre un desplazamiento L produce una cantidad de trabajo 




A • B = |A| |B| cos 6ab 



(3) 



AB = BA 



(4) 
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FL cos 8, que se escribe mas sencillamente como F • L. Puede anticiparse uno de los resul- 
tados del capitulo 4 senalando que si la fuerza varfa a lo largo de la trayectoria es necesario 
realizar una integration para obtener el trabajo total, y el resultado se convierte en 



Puede tomarse otro ejemplo de los campos magneticos, un tema acerca del cual tendre- 
mos mucho que decir mas adelante. El flujo total <J> que atraviesa una superficie de area S 
esta dado por BS si la densidad de flujo magnetico B es perpendicular a la superficie y uni- 
forme sobre ella. Se define el vector de superficie S como aquel cuya magnitud es el area 
geometrica de la superficie y cuya direccion es normal a la superficie (por el momento se 
evitara el problema de cual de las dos posibles normales debe elegirse). El flujo que atra- 
viesa la superficie es por consiguiente B • S. Esta expresion es valida para cualquier direccion 
de la densidad de flujo magnetico uniforme. Sin embargo, si la densidad de flujo no es cons- 
tante sobre la superficie, el flujo total es <t> = f B ■ d S. En el capitulo 3 se presentan inte- 
grates de esta forma cuando estudiemos la densidad de flujo electrico. 

Determinar el angulo entre dos vectores en un espacio tridimensional es una tarea que 
con frecuencia se prefiere evitar. Por esta razon, la definition de producto punto en general 
no se utiliza en su forma basica. Se obtiene un resultado mas util al considerar dos vectores 
expresados en componentes cartesianos como A = A y a t + A y a + A_a z yB = B a y + /fa 
+ /f a . El producto punto tambien obedece la ley distributiva y, por lo tanto, A • B produ- 
ce la suma de nueve terminos escalares, cada uno de los que involucra el producto punto de 
dos vectores unitarios. Puesto que el angulo entre dos vectores unitarios diferentes es 90° 
en el sistema de coordenadas cartesianas, se tiene: 



Los tres terminos restantes incluyen el producto punto de un vector unitario por si mismo, 
lo cual da como resultado la unidad. Finalmente, se obtiene: 



que es una expresion que no incluye angulos. 

Un vector multiplicado por si mismo en forma punto da como resultado el cuadrado de 
la magnitud, es decir: 



y cualquier vector unitario multiplicado por si mismo en forma punto da como resultado 
la unidad. 



Una de las aplicaciones mas importantes del producto punto consiste en encontrar la 
componente de un vector en una direccion dada. Si se observa la figura 1 .4 a, es posible ob- 
tener la componente escalar de B en la direccion que especifica el vector unitario a como: 




a . • a y — a v • a , — a , • a 7 — a • a . — ay • a - — a- • a — 0 



A ■ B — A X B X + Ay By + A Z B Z 



(5) 



A- A = A 2 = |A| 2 



( 6 ) 



&A ' — 1 



B • a = |B| |a| cos 0 Ba = |B| cos Oga 



El signo de la componente es positivo si 0 < 0 Ba < 90° y negativo cuando 90° < d Ba < 180°. 





1.6 El producto punto 



11 





Figura 1.4 a) La componente (escalar) de B en la direccion del vector 
unitario a es B ■ a. b) La componente vectorial de B en la direccion del 
vector unitario a es (B ■ a)a. 



Para obtener la componente vectorial de B en la direccion de a, simplemente se multi- 
plica la componente (escalar) por a, como se ilustra en la figura 1.4b. Por ejemplo, la com- 
ponente de B en la direccion de a es B • a = B x y la componente vectorial es B a o 
(B • a )a . Por lo tanto, el problema de encontrar la componente de un vector en cualquier 
direccion deseada se convierte en el problema de encontrar un vector unitario en esa direc- 
cion, y eso siempre se puede hacer. 

El termino geometrico proyeccion tambien se expresa con el producto punto. De mane- 
ra que B • a resulta ser la proyeccion de B en la direccion de a. 



EJEMPLO 1.2 



Con la finalidad de ilustrar estas defmiciones y operaciones, considerese el campo vectorial 
G = ya v — 2.5xa y + 3a. y el punto Q(4, 5, 2). Se desea encontrar: G en Q ; la componente 
escalar de G en Q en la direccion de a v = — (2a t + a — 2a.) ; la componente vectorial de 
G en Q en la direccion de a N \ y, por ultimo, el angulo 0 Ga entre G(r^) y a v . 

Solucion. Sustituyendo las coordenadas del punto Q en la expresion de G, se tiene 

G(r e ) = 5a x — 10a v + 3a- 



Posteriormente se encuentra la componente escalar. Utilizando el producto punto se tiene 
G • aw = (5a x — 10a v + 3a ; ) • \{2a x + a v — 2a-) = ^(10 — 10 — 6) = —2 

La componente vectorial se obtiene multiplicando la componente escalar por el vector uni- 
tario en la direccion a v , 

(G • aAi)a;v = — (2)|(2a v - + a v — 2a z ) = — 1.333a. v — 0.667a v + 1.333a : 

El angulo entre G(r 0 ) y a v se obtiene de 

G-a/v = |G| COS 0Ga 

—2 = V25 + 100 + 9 cos dca 

y 

e Ca = cos’ 1 -^L = 99.9° 

Vl34 
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D1.3 Los tres vertices de un triangulo se encuentran en A(6, —1, 2), B(— 2, 3, —4) y 
C(— 3, 1, 5). Encontrar: a ) R /lft ; b) R AC ; c) el angulo 0 BAC en el vertice A; d) la proyec- 
cion (vectorial) de R 1/; en ®AC“ 



1 .7 El producto cruz 

Dados dos vectores A y B, se define el producto cruz o producto vectorial de A y B, que se 
indica por medio de una cruz entre estos vectores como A x B y se lee “A cruz B”. El pro- 
ducto cruz A x B es un vector; la magnitud de A x B es igual al producto de las magnitu- 
des de A, B y el seno del angulo mas pequeno entre A y B; la direccion de A x B es per- 
pendicular al piano que contiene a A y a B, y de las dos posibles perpendiculares, esta a lo 
largo de aquella que apunta en la direccion en la que avanzarfa un tornillo derecho si A se 
girara hacia B. Esta direccion se ilustra en la figura 1.5. Recuerdese que cada vector puede 
ser desplazado a voluntad, manteniendo una direccion constante, hasta que los dos vectores 
tengan un “origen comun”. Esto determina al piano que contiene a ambos. Sin embargo, en 
la mayor parte de las aplicaciones se trabajara con vectores definidos en el mismo punto. 

Como ecuacion, se puede escribir: 



donde una explicacion adicional, semejante a la que se dio antes, aun se requiere para de- 
terminar la direccion del vector unitario a A , . El subfndice significa la “normal”. 




AxB = a;v|A| |B| sent^B 



(7) 





| A X B 



Figura 1.5 La direccion de A x B esta en la direccion de un tornillo de 
rosea derecha cuando A se gira hacia B. 
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Si se invierte el orden de los vectores A y B resulta un vector en la direccion opuesta a 
la del vector unitario, y se ve que el producto cruz no es conmutativo puesto que B x A = 
-(A x B). Si la definicion del producto cruz se aplica a los vectores unitarios a t y a , se en- 
cuentra que a t x a, = a_, pues cada vector tiene una magnitud unitaria, los dos vectores son 
perpendiculares, y la rotacion de a t hacia a v indica la direccion positiva de z por la defini- 
cion del sistema de coordenadas de la mano derecha. De manera similar a x a = a y a 

y z x • z 

x a r = a v . Observe la simetrfa alfabetica. En tanto los tres vectores a x , a y y a. se escriban 
en orden (y suponiendo que a t le sigue a , como tres elefantes en circulo, agarrados de sus 
colas, de modo que tambien se pueda escribir a a., a . o a,, a a ), entonces la cruz y el 

y z x z x y 

signo igual se pueden colocar en uno u otro de los dos espacios vacantes. En realidad, aho- 
ra es mas facil definir un sistema de coordenadas cartesianas de la mano derecha diciendo 
que a t x a y = a.. 

Un ejemplo sencillo del uso del producto cruz se puede tomar de la geometria o la tri- 
gonometrfa. Encontrar el area de un paralelogramo requiere multiplicar el producto de las 
longitudes de los lados adyacentes por el seno del angulo entre ellos. Cuando se usa la no- 
tacion vectorial para los dos lados, entonces se puede expresar el area (escalar) como la 
magnitud deA x Bo |A x B|. 

El producto cruz se puede usar como reemplazo de la regia de la mano derecha, fami- 
liar para todos los ingenieros electricos. Considerese la fuerza sobre un conductor recto de 
longitud L, donde la direccion asignada a L corresponde a la direccion de la corriente esta- 
ble /, en presencia de un campo magnetico uniforme de densidad de flujo B. Por medio de 
la notacion vectorial se puede escribir sencillamente el resultado como F = 7L x B. Esta 
relation se obtendra posteriormente en el capitulo 9. 

La evaluacion del producto cruz por medio de su definicion resulta mas laboriosa que 
la evaluacion del producto punto por medio de su definicion, pues no solo se debe encon- 
trar el angulo entre los vectores, sino tambien una expresion para el vector unitario a v . Es- 
ta tarea se puede evitar usando componentes cartesianos para los dos vectores A y B y de- 
sarrollando el producto cruz como una suma de nueve productos cruz simples, donde cada 
uno involucra dos vectores unitarios, 



A x B = A X B X a* x a v + A x B y a x x a y + A X B Z a x x a z 

+ A y B x a, x a x + A y B y a y x a v + A y B z a y x a z 
+ A z B x a z x a x + A z B y a z x a y + A z B z a z x a- 



Ya se ha demostrado que a t x a v = a., a y x a_ — a v y a, x a v = a v . Los tres terminos 
restantes son cero, pues el producto cruz de cualquier vector a si mismo es cero, dado que 
el angulo entre ellos es cero. Estos resultados se pueden combinar para dar: 



A x B = (A y B z - A z B y )a x + ( A Z B X - A x B.)a y + ( A x B y - A y B x )a z (8) 

o pueden escribirse en forma de un determinante que resulta mucho mas facil de recordar: 





a x 


a v 


**Z 




A x B = 


A x 


A, 


A z 






B x 


By 


B z 





(9) 
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Entonces, si A = 2a c — 3a v + a. y B = — 4a t — 2a y + 5a., se tiene que 



A x B = 



a* 

2 

-4 



a y 

-3 

-2 



1 

5 



= [(— 3)(5) - (l(-2)]a x - [(2)(5) - (l)(-4)]a, + [(2)(-2) - (— 3)(— 4)]a* 
= — 13a. v — 1 4a v — 16a.- 



D1 .4 Un triangulo se define por tres puntos: A(6, —1, 2), B(— 2, 3, —4) y C(— 3, 1, 5). 
Encuentrese: a) R AB x R AC ; b) el area del triangulo; c) un vector unitario perpendi- 
cular al piano en el cual se localiza el triangulo. 

Respuesta: 24a r + 78a y + 20a.; 42.0; 0.286a r + 0.928a v + 0.238a. 



1 .8 Otros sistemas de coordenadas: 
coordenadas cih'ndricas circulares 

En general, el sistema de coordenadas cartesianas es el que mas prefieren los estudiantes pa- 
ra resolver todos los problemas. Esto implica con frecuencia un mayor trabajo, ya que mu- 
chos problemas poseen un tipo de simetrfa que requiere un tratamiento mas logico. Es mas 
facil esforzarse de una vez por todas para familiarizarse con las coordenadas esfericas y ci- 
lfndricas en vez de aplicar despues un esfuerzo igual o mayor en cada problema que inclu- 
ya simetrfa cilfndrica y esferica. Teniendo en mente que se ahorrara trabajo, se estudiaran 
con cuidado y sin prisas las coordenadas cilmdricas y esfericas. 

El sistema de coordenadas cilmdricas es una version en tres dimensiones de las coor- 
denadas polares de la geometrfa analftica plana. En las coordenadas polares de dos dimen- 
siones se localizaba un punto en un piano dando su distancia p al origen y el angulo </> entre 
la lfnea desde el punto al origen y un eje radial arbitrario, en el que se toma </; = 0. 4 Un sis- 
tema tridimensional de coordenadas cilmdricas circulares se obtiene en forma similar espe- 
cificando la distancia z del punto con respecto a un piano de referencia z = 0 arbitrario, en 
donde es perpendicular a la lfnea p = 0. Por comodidad, generalmente se hace referencia a 
las coordenadas cilmdricas circulares sencillamente como coordenadas cilmdricas. Esto no 
debe causar confusion a lo largo de este libro, pero es razonable senalar que existen otros 
sistemas de coordenadas, por ejemplo: las coordenadas cilmdricas hiperbolicas, las coorde- 
nadas cilmdricas parabolicas y otras. 



4 Las dos variables de las coordenadas polares comunmente se llaman ry 6. Con tres coordenadas, sin embargo, 
es mas coimiil usar p para la variable radial de las coordenadas cilmdricas y r para la variable radial (diferente) de 
las coordenadas esfericas. Tambien se acostumbra llamar (b a la variable angular de las coordenadas cilmdricas, 
dado que t) se usa para un angulo distinto en coordenadas esfericas. El angulo <b es el mismo tanto en las coorde- 
nadas esfericas como en las cilmdricas. 
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Ya no se utilizaran tres ejes como en las coordenadas cartesianas, sino que cada punto 
debe considerarse como la interseccion de tres superficies mutuamente perpendiculares. Es- 
tas superficies son: un cilindro circular (p = constante), un piano (<p — constante) y otro 
piano (z = constante). Esto corresponderia a la localizacion de un punto en un sistema de 
coordenadas cartesianas por la interseccion de tres pianos (x — constante, y = constante y z 
= constante). Las tres superficies de las coordenadas cilindricas circulares se muestran en 
la figura 1.6a. Observese que las tres superficies pueden hacerse pasar por cualquier punto, 
a menos que este se encuentre sobre el eje z, en cuyo caso es suficiente un piano. 

Tendran que definirse tambien tres vectores unitarios, pero ya no se dirigiran siguien- 
do los “ejes coordenados”, ya que estos existen solo en las coordenadas cartesianas. En su 
lugar, se tomaran en cuenta caracteristicas mas generales de los tres vectores unitarios en las 
coordenadas cartesianas, y se entendera que se dirigen hacia donde aumentan los valores de 
las coordenadas y que son perpendiculares a la superficie sobre la cual ese valor de la coor- 





Figura 1.6 a) Las tres superficies mutuamente perpendiculares de un 
sistema de coordenadas cilindricas circulares. b) Los tres vectores 
unitarios de un sistema cilindrico circular, c) Elemento diferencial de 
volumen en un sistema de coordenadas cilindricas circulares; dp, pd<p y 
dz son elementos de longitud. 
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denada es constante; por ejemplo, el vector unitario a x es normal al piano x — constante y 
apunta hacia valores crecientes de x. En forma similar, se definen ahora tres vectores unita- 
rios en coordenadas cilindricas, a p , a^ y a_. 

El vector unitario a p es un punto P(p v cp v z.\) y se dirige radialmente hacia fuera y es 
normal a la superficie cilindrica p = p v Esta contenido en los pianos cp — cp x y z — z v El 
vector unitario a^ es normal al piano <p — cp v apunta en la direccion en que crece el valor de 
cp, pertenece al piano z — z l y es tangente a la superficie cilindrica p = p ( . El vector unita- 
rio a. es el mismo que el vector unitario a. del sistema de coordenadas cartesianas. La 
figura 1.6 b muestra los tres vectores unitarios en coordenadas cilindricas. 

En coordenadas cartesianas, los vectores unitarios no estan en funcion de las coordena- 
das. Sin embargo, dos de los vectores unitarios en coordenadas cilindricas, a p y a^, varian 
segun la coordenada cp, puesto que cambian sus direcciones. Entonces, la integration o di- 
ferenciacion con respecto a cp, a p y no deben tratarse como constantes. 

De nuevo, los vectores unitarios son perpendiculares entre si, ya que cada uno es nor- 
mal a una de las tres superficies mutuamente perpendiculares; puede definirse un sistema 
coordenado cilindrico de mano derecha como aquel en el cual a p x a p = a 7 , o (para quie- 
nes tienen dedos flexibles) como aquel en el cual el pulgar, el indice y el dedo medio indi- 
can la direccion de crecimiento de p, <p y z, respectivamente. 

Un elemento diferencial de volumen en coordenadas cilindricas se puede obtener au- 
mentando los valores de p, cp y z por medio de incrementos diferenciales dp, d<p y dz . Los 
dos cilindros de radios p y p + dp, los dos pianos radiales con angulos (p y cp + d(p y los dos 
pianos “horizontales” con “elevaciones” z y z + dz encierran un volumen pequeno, como lo 
muestra la figura 1 .6c, que tiene la forma de una cuna truncada. A medida que el elemento 
diferencial de volumen empequenece, su forma se aproxima a la de un paralelepipedo rec- 
tangular cuyos lados son de longitud dp, pd<p y dz. Debe notarse que dp y dz son dimensio- 
nalmente longitudes, pero dcp no lo es; en cambio, pd(p si tiene dimensiones de longitud. Las 
superficies tienen areas de p dp d<p, dp dz y pdcpdz, y el volumen es p dp dcp dz. 

Las variables de los sistemas de coordenadas cilindricas y rectangulares se relacionan 
facilmente unas con otras. Con respecto a la figura 1.7 se observa que 

x = p cos cp 

y = p setup (10) 

z = z 

Desde otro punto de vista, las variables cilindricas pueden expresarse en terminos de x, y y z: 



p = ylx 2 + y 2 ( p > 0) 

cp — tan -1 — (11) 

x 

z = z 

Se considerara que la variable p es positiva o cero, y por lo tanto se usa solo el signo posi- 
tivo para el radical en (11). El valor correcto del angulo cp se determina por inspeccion de 
los signos de x y y. Por ejemplo, si x — — 3 y y — 4, se encuentra que el punto esta en el se- 
gundo cuadrante en p = 5 y cp = 126.9°. Parax = 3 y y= —4, se tiene cp — —53.1° o 306.9°, 
escogiendose el valor que sea mas conveniente. 



1 . 8 Otros sistemas de coordenadas: coordenadas cilindricas circulares 
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z 




Figura 1.7 Relacion entre las variables 
cartesianas x, y, z y las variables 
cilindricas p, <£, z. No existe diferencia en 
la variable z entre los dos sistemas. 



Cuando se utiliza (10) u (1 1), las funciones escalares dadas en un sistema de coordena- 
das se transforman con facilidad a otro sistema. 

No obstante, una funcion vectorial en un sistema de coordenadas requiere dos pasos pa- 
ra transformarla a otro sistema de coordenadas, porque generalmente se necesita un conjun- 
to distinto de componentes vectoriales. Esto es, se puede dar un vector cartesiano 

A = A. v a. r + A v a, + A,a, 

para el cual cada componente se escribe como funcion de x, y y z, y se necesita un vector 
en coordenadas cilindricas 

A = Ap&p + Afi a^ + A ; a, 

en la cual cada componente se da como funcion de p, 4> y z. 

Para encontrar cualquier componente deseada de un vector, recuerdese como se estudio 
en el producto punto, que una componente en cierta direccion deseada puede obtenerse to- 
mando el producto punto del vector con un vector unitario en la direccion deseada. De aqui, 

A p = A-a p y A$ = A • a 0 

A1 desarrollar estos productos punto se tiene 

Ap — (A v a v 4- A v a v 4- A - a- ) • a p = A x a v • a p 4- A v a v • a^ (12) 

A<p — ( A , a, 4- A y a y 4~ A - a - ) • a^ — A ( a v • a^ 4- A v a v * a^ (13) 



y 



A z — ( A ^ a, 4 ~ Ay&y 4~ A-a,) • a? — A z a, • a- — A z 



puesto que a. • a p y a. • a^ son cero. 



(14) 



18 



CAPITULO t Analisis vectorial 



Tabla 1.1 Producto punto de vectores unitarios del sistema de 
coordenadas cilindricas y del sistema cartesiano 





a P 


‘V 


a 


a x- 


cos (p 


— sen (p 


0 


a v 


sen (p 


cos (p 


0 


a r 


0 


0 


1 



Completar la transformation de las componentes requiere conocer los productos punto 
a x • a , a v • a , a t • a^ y a y • a^. Por medio de la definition de producto punto se observa 
que, dado que se trabaja con vectores unitarios, el resultado es simplemente el coseno del 
angulo entre los dos vectores unitarios implicados. Con respecto a la figura 1.7, y si se pien- 
sa con ahinco, se identifica el angulo entre a v y a p como tp , y entonces a r • a p — cos <p, pe- 
ro el angulo entre a v y a p es 90° — <p y a y ■ a p = cos (90° — (p) — sen <p. Los restantes pro- 
ductos punto de los vectores unitarios se encuentran de manera similar, y los resultados se 
tabulan como funciones de <p en la tabla 1.1. 

La transformacion de vectores de coordenadas cartesianas a cilindricas y viceversa se 
realiza empleando (10) u (11) para cambiar variables, y empleando los productos punto de 
los vectores unitarios dados en la tabla 1.1 para cambiar componentes. Los dos pasos pue- 
den efectuarse en cualquier orden. 



EJEMPLO 1.3 



Transformar el vector B = ya x — xa y + za, en coordenadas cilindricas. 
Solucion. Las nuevas componentes son: 

Bp — B ■ a — y(a x • a , ) x ( a, • a,. ) 

= y cos (p — x sen (p = p sen (p cos <p — p cos <p sen 0 = 0 
= B • a# = y( a x • a 0 ) - x(a y • a $) 

— —y sen (p — x cos (p — —p sen 2 <p — p cos 2 (p = —p 

De esta manera, 



B — — pa 0 + za z 



D1.5 d) De las coordenadas cartesianas del punto C(p = 4.4, <p = — 1 15°, z — 2). 
b) De las coordenadas cilindricas del punto D(x — —3.1, y = 2.6, z = —3). c) Espe- 
cifique la distancia de C a D. 

Respuesta: C(x = - 1 . 860 , y = - 3 . 99 , z = 2 ); D(p = 4 . 05 , <p = 140 . 0 °, z = - 3 ); 8.36 





1.9 El sistema de coordenadas esfericas 
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D1 .6 Transformar a coordenadas cilfndricas: a) F = 10a y — 8a y + 6a., en el punto 
P(10, —8, 6); b) G — (2x + v)a t — (y — 4zc)a y en el punto Q(p, 0, z). c ) Dar las com- 
ponentes cartesianas del vector H = 20a p — 10a^ + 3a_ en el punto P(x = 5, y = 2, 
z = -1). 

Respuesta: 12.81a p + 6a,; (2 p cos 2 4> — p sen 2 0 + 5p sen </> cos 0) a p + (4p cos 2 0 — p 
sen 2 0 — 3p sen 0 cos 0) a^; H x = 22.3, H y = —1.857, H,= 3 



1 .9 El sistema de coordenadas esfericas 

A diferencia del caso del sistema de coordenadas cilfndricas, no existe un sistema de coor- 
denadas bidimensional que pueda ayudarnos a entender el sistema de coordenadas esfericas 
en tres dimensiones. Pero en cierto modo pueden aplicarse los conocimientos con respecto 
al sistema latitud y longitud para localizar un lugar sobre la superftcie, y no puntos internos 
o externos a ella. 

Se empezara construyendo un sistema de coordenadas esfericas tomando como referen- 
da tres ejes cartesianos (figura 1.8a). Se define primero la distancia r desde el origen a cual- 
quier punto. La superftcie r — constante es una esfera. 

La segunda coordenada es un angulo 0 entre el eje z y la lfnea trazada desde el origen 
hasta el punto considerado. La superficie 0 — constante es un cono, y las dos superficies, 
cono y esfera, son perpendiculares en todas partes a lo largo de su interseccion, la cual es 
un cfrculo de radio r sen 0. La coordenada 6 corresponde a la latitud, excepto que la latitud 
se mide desde el ecuador y 0 se mide desde el “Polo Norte”. 

La tercera coordenada 0 tambien es un angulo y es exactamente igual que el angulo 0 
de las coordenadas cilfndricas. Este es un angulo entre el eje x y la proyeccion en el piano 
Z = 0 de la lfnea trazada desde el origen hasta el punto. Este corresponde al angulo de lon- 
gitud, solo que el angulo 0 aumenta hacia el “este”. La superficie 0 = constante es un pia- 
no que pasa a traves de la lfnea 0 — 0 (o el eje z). 

Nuevamente se considera cualquier punto como la interseccion de tres superficies mu- 
tuamente perpendiculares — una esfera, un cono y un piano — , cada una orientada en la for- 
ma descrita previamente. Las tres superficies se muestran en la figura 1.8 b. 

Pueden definirse otra vez tres vectores unitarios en cualquier punto. Cada vector unita- 
rio es perpendicular a una de las tres superficies mutuamente perpendiculares y se orienta 
en la direccion en la cual la coordenada aumenta. El vector unitario a apunta radialmente 
hacia fuera, es normal a la esfera r = constante y esta contenido en el cono 0 — constante y 
el piano 0 = constante. El vector unitario a i( es normal a la superficie conica, esta conteni- 
do en el piano y es tangente a la esfera. Se dirige a lo largo de una lfnea de “longitud” y 
apunta hacia el “sur”. El tercer vector unitario tr es el mismo de las coordenadas cilfndri- 
cas, es normal al piano y tangente al cono y a la esfera. Este se dirige hacia el “este”. 

Los tres vectores unitarios los muestra la figura 1.8c. Desde luego, son mutuamente 
perpendiculares y definen un sistema de coordenadas de la mano derecha en el cual a ( . x a y 
= a^. Este sistema es derecho, como lo demostrara una inspeccion de la figura 1.8c cuando se 
aplica la definicion de producto cruz. La regia de la mano derecha sirve para identificar 
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«) 






Figura 1.8 a) Las tres coordenadas esfericas. b) Las tres superficies 
mutuamente perpendiculares de un sistema de coordenadas esfericas. 
c) Los tres vectores unitarios de unas coordenadas esfericas: a r x a g = 
a^. cQ Elemento diferencial de volumen en un sistema de coordenadas 
esfericas. 



el pulgar, el mdice y el medio con la direccion de crecimiento de r, 0 y (p, respectivamente. 
(Observese que esta identification en las coordenadas cilindricas se hatia con p, </> y z, y en 
las coordenadas cartesianas con x, y y z-) Un elemento diferencial de volumen se puede cons- 
truir en coordenadas esfericas aumentando r, 6 y <p por dr, dO y d<p, respectivamente, como 
lo muestra la figura 1 .8 d. La distancia entre dos superficies esfericas de radios r y r + dr es 
dr, la distancia entre los dos conos generados por los angulos 6 y 0 + df> es rdO\ y la distan- 
cia entre los dos pianos radiales con angulos <p y </> + dip es r sen Od(p, despues de razo- 
nar un poco con los conceptos de trigonometria. Las areas de las superficies son r dr dO, 
r sen 6 dr dip, y r 2 sen 6 dO d<p, y el volumen es r 2 sen 0 dr dO dtp. 



1.9 El sistema de coordenadas esfericas 
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La transformation de escalares de un sistema de coordenadas cartesianas a esfericas se 
hace facilmente utilizando la ftgura 1.8a para relacionar los dos conjuntos de variables: 

x = r sen 9 cos cp 

y = r sen0 sencp (15) 

z = r cos 9 

La transformation en la direction opuesta se lleva a cabo con la ayuda de: 



r = y/x 2 + v 2 + z 2 (r > 0) 

9 = cos - 1 Z (0° < 9 < 180°) (16) 

y/x 2 + y 2 + z 2 

4> = tan -1 — 
x 



La variable radial r no es negativa, y 9 esta restringida al rango de 0° a 180°, inclusive. Los 
angulos se colocan en los cuadrantes adecuados inspeccionando los signos dex, y y z. 

La transformation de vectores requiere la determination de los productos de los vectores 
unitarios en coordenadas cartesianas y esfericas. Estos productos se resuelven a partir de la fi- 
gura 1.8c y con un poco de trigonometrfa. Puesto que el producto punto de cualquier vector 
unitario esferico por cualquier vector unitario cartesiano es igual a la componente del vec- 
tor esferico en la direction del vector cartesiano, los productos punto con a son: 



a z • a,- = cos 9 
a z • a g = —send 
a, • a ^ = 0 



Los productos punto con a x y a requieren primero la proyeccion del vector unitario es- 
ferico sobre el piano xy y luego la proyeccion sobre el eje deseado. Por ejemplo, a. - a. se 
obtiene proyectando a . sobre el piano xy, dando sen 9, y proyectando despues sen 9 sobre el 
eje x, lo cual produce sen 9 cos (p . Los otros productos punto se encuentran de manera simi- 
lar, y se muestran en la tabla 1.2. 



Tabla 1 .2 Productos punto de vectores unitarios en sistemas 
de coordenadas esfericas y cartesianas 





a r 


a 9 


<P 


a v 


sen 9 cos <p 


cos 9 cos cp 


— sen (p 


a v 


sen 9 sen <p 


cos 9 sen </> 


cos (p 


a r 


cos 9 


— sen 9 


0 
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EJEMPLO 1.4 



Se ilustra este procedimiento transformando el vector G = (xz/y) a . en sus componentes es- 
fericas y variables. 

Solucidn. Se encuentran las tres componentes esfericas aplicando el producto punto de G 
con el vector unitario apropiado y cambiando las variables durante el procedimiento: 



xz xz 

G r = G • a, = — a c • a r = — sen 9 cos 0 

y y 

COS 2 0 

= r sen 9 cos 0 

sen 0 

n „ xz xz a j. 

G g = G • a g — — a c • a^ = — cos 9 cos 0 

y y 



= r cos 9 



2 COS 2 0 



sen0 



xz xz 

G(p = Ga 0 = — a v a 0 = — (-sen0) 

y y 



= — r cos 9 cos (p 
Se recopilan estos datos y se tiene: 



G = r cos 9 cos 0 (sen 9 cot 0 a r + cos 9 cot 0 ag — a^) 

El apendice A describe el sistema general de coordenadas curvilineas del cual los sis- 
temas de coordenadas cartesianas, cilindricas y esfericas son casos especiales. La primera 
section de este apendice podrfa estudiarse en este momento. 



D1.7 Dados los puntos, C(— 3, 2, 1) y Dir = 5, 9 = 20°, 0 = —70°), encontrar: a) 
las coordenadas esfericas de C; b ) las coordenadas cartesianas de I): c ) la distancia 
desde C hasta D. 

Respuesta: C(r = 3.74, 9 = 74.5°, 0 = 146.3°); D(x= 0.585, y = -1.607, z = 4.70); 6.29 



D1 .8 Convierta los vectores siguientes a coordenadas esfericas en los puntos dados: 
a) 10a r en el punto P(x — —3, y — 2, z — 4); b) 10a en el punto Q(p = 5, 0 = 30°, 
z — 4); c) 10a. en el punto Mir — 4, 9 — 1 10°, 0 = i20°). 

Respuesta: — 5.57a r — 6. 1 8a„ — 5.55a <; .; 3.90a r + 3.12a„ + 8.66a,,.; — 3.42a r — 9.40a,, 



Lecturas complementarias 

1. Grossman, S. I., Calculus, 3a. ed.. Academic Press and Harcourt Brace Jovanovich, Orlando, 
1984. El algebra vectorial y las coordenadas esfericas y cilindricas aparecen en el caprtulo 17, y 
el calculo vectorial se presenta en el capltulo 20. 
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2. Spiegel, M. R., Vector Analysis, Schaum Outline Series, McGraw-Hill Book Company, Nueva 
York, 1959. Numerosos ejemplos y problemas con respuestas se dan en este libro conciso y poco 
costoso de la serie Schaum. 



3. Swokowski, E. W., Calculus with Analytic Geometry, 3a. ed., Prindle, Weber & Schmidt, Boston, 
1984. El algebra vectorial y los sistemas de coordenadas cilmdricas y esfericas se estudian en el 
capltulo 14, y el calculo vectorial aparece en el capltulo 18. 

4. Thomas, G. B. Jr. y R. L. Finney, Calculus and Analytic Geometry, 6a. ed., Addison- Wesley Pu- 
blishing Company, Reading, Mass., 1984. El algebra vectorial y los tres sistemas de coordenadas 
que se utilizaron se analizan en el capltulo 13. Otras operaciones vectoriales se estudian en los 
capltulos 15 y 17. 



A 

| Examem 



Problemas 

1.1 Dados los vectores M = — 10a r + 4a v — 8a. y N = 8a t + 7a v — 2a., encontrar: 
a) un vector unitario en la direccion de — M + 2N; h) la magnitud de 5a t + N — 3M; 
c) |M| |2N| (M + N). 

1.2 Los vertices de un triangulo estan en A( — 1, 2, 5), B(— 4, —2, —3) y C(l, 3, —2). 
a) Encontrar el perfmetro del triangulo. b) Encontrar un vector unitario dirigido des- 
de el punto medio del lado AB al punto medio del lado BC. c ) Demostrar que este 
vector unitario multiplicado por un escalar es igual al vector de A a C y que, por lo 
tanto, el vector unitario es paralelo al lado AC. 

1.3 Un vector desde el origen hasta el punto A esta dado por (6, —2, —4), y un vector uni- 
tario dirigido desde el origen hasta el punto B esta dado por (2, —2, l)/3. Si los puntos 
Ay B se encuentran a diez unidades entre si, encontrar las coordenadas del punto B. 

1.4 Un cfrculo con centra en el origen y un radio de 2 unidades esta en el piano xy. De- 
terminar el vector unitario en coordenadas cartesianas que esta en el piano xy, es 
tangente al cfrculo en el punto (\/3, 1, 0) y esta en la direccion positiva del eje y. 

1.5 Un campo vectorial esta dado por G = 24xya v + 1 2(x 2 + 2)a y + 1 8~ 2 a.. Dados dos 
puntos, P(l, 2, — 1) y Q(— 2, 1, 3), encontrar: a) G en P; b ) un vector unitario en la 
direccion de G en Q: c ) un vector unitario dc Q a P\ d) la ecuacion de la superficie 
en la que |G| = 60. 

1.6 Si a es un vector unitario en una determinada direccion, B es un escalar constante y 
r = xa x + ya v + ~a. describir la superficie r • a = B. (i Cual es la relacion entre el 
vector unitario a y el escalar B en esta superficie? (Pista: Considerar un ejemplo sen- 
cillo donde a = a y B — 1 y, posteriormente, cualquier a y B.) 

1.7 Dado el campo vectorial E = 4 zy 2 cos 2xa x + 2 zy sen 2xa y + y 2 sen 2xa. en la region 
|jc|, |y[ y |z| menor a 2, encontrar: d) las superficies en las que Ey — 0; b) la region en 
la que E = Ey, c) la region en la que E = 0. 

1.8 Demostrar la ambigiiedad que se produce cuando se utiliza el producto cruz para en- 
contrar el angulo entre dos vectores y se obtiene el angulo formado entre A = 3a 
— 2a y + 4a. y B = 2a x + a v — 2a.. <rSe presenta esta ambigiiedad cuando se utiliza 
el producto punto? 

1.9 Dado el campo G = [25/Or + y 2 )](xa x + ya ), encontrar: a) un vector unitario en la 
direccion de G en P(3, 4, —2); b) el angulo entre G y a t en P; c) el valor de la doble 
integral en el piano y = 7 . 
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1.10 Utilizando la definicion del producto punto y expresando diagonales como vectores, 
encontrar el angulo mas pequeno entre cualquier par de diagonales de un cubo, don- 
de cada diagonal conecte dos esquinas diametralmente opuestas y pase por el centra 
del cubo. 

1.11 Dados los puntos M (0.1, —0.2, —0.1), N(— 0.2, 0.1, 0.3) y P( 0.4, 0, 0.1), encontrar: 
a) el vector R M ■ b) el producto punto R wv • R MP ', c) la proyeccion escalar de R, v/v 
sobre R Mp ; d) el angulo entre R m y R Mp . 

1.12 Demostrar que los campos vectoriales A = p cos <pa p + p sen (pa ^ + pa, yB = p cos 
(pa p + p sen cpa^ — pa z son ortogonales entre sf en cualquier punto. 

1.13 a) Encontrar la componente vectorial de F = 10a r — 6a v + 5a„ que es paralelo a 
G = 0.1a t + 0.2a y + 0.3a . b) Encontrar la componente vectorial de F perpendicu- 
lar a G. c) Encontrar la componente vectorial de G perpendicular a F. 

1.14 Demostrar que los campos vectoriales A = arisen 20)1 r 2 + 2a e (sen 8)1 r 1 yB = r cos 
6a r + i a 0 son paralelos entre si en cualquier punto. 

1.15 Tres vectores que se extienden desde el origen estan dados por r : = (7, 3, —2), r, = 
(—2, 7, —3) y r 3 = (0, 2, 3,). Encontrar: a) un vector unitario ortogonal a Tj y r 2 ; b) 
un vector unitario perpendicular a los vectores Tj — r 2 y r, — r„; c) el area del trian- 
gulo formado por ly y iq; d) el area del triangulo que forman las puntas de los vec- 
tores r p r, y r v 

1.16 El campo vectorial E = {B/p)a p donde B es constante se desplazara de tal forma que 
su origen estara en la lfnea x = 2, y — 0. Escribir el desplazamiento de E en coorde- 
nadas cartesianas. 

1.17 Un triangulo lo definen el punto A(— 4, 2, 5) y los vectores R AM = (20, 18, —10) y 
R /ViV = (— 10, 8, 15). a) Encontrar un vector unitario perpendicular al triangulo, b) en- 
contrar un vector unitario coplanar al triangulo y perpendicular a R AN , c ) encontrar 
un vector unitario coplanar al triangulo que bisecta al angulo interior en A. 

1.18 Convertir de coordenadas cilmdricas a esfericas el campo vectorial H = (A/p) a^, 
donde A es constante. 

1.19 a) Expresar con componentes y variables cilmdricas el campo D — (x 2 + y 2 ) -1 (xa _ 
+ ya ,); b) evaluar D en el punto donde p — 2, <p — 0.2 it y z — 5, expresando el re- 
sultado en componentes cilmdricas y cartesianas. 

1.20 Un cilindro de radio a y centra sobre el eje z, gira con respecto al eje z con una ve- 
locidad angular de Q rad/s. El sentido de rotacion es opuesto al de las manecillas del 
reloj respecto a la direccion positiva del eje z. a) Utilizando componentes cilmdricas, 
obtener una expresion para el campo de velocidad v, el cual proporcione la velocidad 
tangencial en cualquier punto del cilindro; b) convertir a componentes esfericas el re- 
sultado del inciso anterior; c) convertirlo a componentes cartesianas. 

1.21 Expresar en componentes cilmdricas: a) el vector desde C(3, 2, —7) hasta D(— 1, —4, 
2); b) un vector unitario en D dirigido hacia C; c) un vector unitario en I) dirigido ha- 
cia el origen. 

1.22 Una esfera con centro en el origen y radio a, gira con respecto al eje z a una veloci- 
dad angular de £2 rad/s en direccion opuesta a las manecillas del reloj en la direccion 
positiva del eje z. a) Escribir una expresion, utilizando componentes esfericas, del 
campo de velocidad v, que proporciona la velocidad tangencial en cualquier punto de 
la esfera; b) convertirla a componentes cartesianas. 
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1.23 Una superficie cerrada esta definida por las superficies p — 3, p = 5, 4> — 100°, <p — 
130°, z — 3 y z — 4.5. a) Encontrar el volumen encerrado; b) hallar el area total de la 
superficie encerrada; c) encontrar la longitud total de las doce esquinas de las super- 
ficies; d) encontrar la longitud de la lfnea recta mas larga que esta encerrada dentro 
del volumen. 

1.24 Expresar el campo E = Aa r /r z en a) coordenadas cartesianas; b) coordenadas cilfn- 
dricas. 

1.25 Dado el punto P(r = 0.8, 6 — 30°, 4> — 45°) y E = 1 h 2 (cos </>a r + sen </>/sen 9a^), 
a) encontrar E en P; b) encontrar |E| en P; c) hallar un vector unitario en la direction 
de E en P. 

1.26 Expresar el campo vectorial uniforme F = 5a t en a) componentes cilmdricas; b ) com- 
ponentes esfericas. 

1.27 Una superficie cerrada esta definida por las superficies r = 2 y 4, 6 = 30° y 50° 
y <p — 20° y 60°. a) Encontrar el volumen encerrado; b ) hallar el area de la superfi- 
cie encerrada; c) encontrar la longitud total de las doce orillas de la superficie; cl) ha- 
llar la longitud de la lfnea recta mas larga que se encuentra dentro de la superficie. 

1.28 Expresar el campo vectorial G = 8 sen cpa g en a) componentes cartesianas; b) com- 
ponentes cilmdricas. 

1.29 Expresar el vector unitario a r en componentes esfericas en el punto: a) r = 2, 6 =1 
rad, 4> = 0.8 rad; b) x= 3, y = 2, z — —1; c) p = 2.5, <fi — 0.7 rad, z — 1.5. 

1.30 Un campo vectorial tiene el valor A = — 12a r — 5a e + 15a^ en el punto B( 5, 120°, 
75°). Encontrar la componente vectorial de A que: a) es perpendicular a la superficie 
r = 5; b) tangente a la superficie r — 5; c) tangente al cono 8 — 120°. cl) Encontrar 
un vector unitario que sea perpendicular a A y tangente al cono 9 — 120°. 




CAPITULO 



Ley de Coulomb e intensidad 
de campo electrico 

A hora que se ha formulado un nuevo lenguaje en el capitulo 1 , se estableceran unos 
cuantos principios basicos de electricidad y se procurara describirlos en esos termi- 
nos. Despues de haber utilizado el calculo vectorial durante varios anos y teniendo 
algunas ideas correctas acerca de la electricidad y el magnetismo, serfa posible dar un gran 
salto y de una vez presentar un puhado de ecuaciones, incluyendo las de Maxwell y algu- 
nas otras auxiliares, y proceder a su descripcion fisica en virtud del conocimiento adquiri- 
do del analisis vectorial. Quiza sea este el camino ideal: comenzar con los resultados mas 
generales y entonces mostrar que las leyes de Ohm, Gauss, Coulomb, Faraday, Ampere, 
Biot-Savart, Kirchhoff y otras menos familiares constituyen casos especiales de aquellas 
ecuaciones. Es filosoficamente satisfactorio tener el resultado mas general y sentir que se 
esta capacitado para obtener resultados, a voluntad, de cualquier caso especial. Sin embar- 
go, un salto asi conducira a muchos gritos freneticos de Auxilio!” y a no pocos estudian- 
tes desesperados con el agua al cuello. 

En vez de ello, se presentaran a intervalos adecuados las leyes mencionadas, expresan- 
do cada una en notacion vectorial y se usaran para resolver diversos problemas sencillos. De 
este modo, la familiaridad con el analisis vectorial y los campos electricos y magneticos se 
incrementara en forma gradual, y cuando finalmente se llegue al punado de ecuaciones ge- 
nerales se requeriran pocas explicaciones adicionales. Entonces, el campo completo de la 
teorfa electromagnetica se abrira y se podran aprovechar las ecuaciones de Maxwell para des- 
cribir la propagation de las ondas, la radiation de las antenas, el efecto peculiar de corrien- 
tes superficiales, las guias de ondas y las lineas de transmision, asf como los tubos de onda 
viajera, e incluso obtener una nueva vision de los transformadores de potencia ordinarios. 

En este capitulo la atencion se restringira a los campos electricos estaticos en el vacio 
o en el espacio libre. Para todo proposito practico, los resultados tambien seran aplicables 
al aire y otros gases. Se presentara otro tipo de materiales en el capitulo 6, y los campos va- 
riables con el tiempo se estudiaran en el capitulo 10. 

Se comenzara con la descripcion de un experimento cuantitativo que se llevo a cabo en 
el siglo xvii. ■ 
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2.1 La ley experimental de Coulomb 

Hay registros de por lo menos 600 anos a.C. que evidencian el conocimiento de la electri- 
cidad estatica. Los griegos acunaron el termino electricidad, del griego ilektron, ambar. Al- 
gunos pensadores griegos pasaban muchas horas de ocio frotando un pedacito de ambar 
sobre sus mantas y observando como este podia atraer pelusa y pedacitos de pano. Sin em- 
bargo, como su interes principal se asentaba en la filosoffa y la logica, y no en la ciencia 
experimental, tuvieron que pasar muchos siglos antes de que el efecto de atraccion se con- 
siderara mas que magia o “fuerza vital”. 

El doctor Gilbert, medico de la reina de Inglaterra, fue el primero que realizo un verda- 
dero trabajo experimental en este campo y en 1600 afirmo que el vidrio, el azufre, el ambar 
y otros materiales que menciona “no solo se atrafan entre si, pajas y hollejos, sino tambien 
a casi todos los metales, madera, hojas, piedra, tierra y aun al agua y al aceite”. 

Poco despues, un coronel perteneciente al Cuerpo de Ingenieros del Ejercito Frances, 
el coronel Charles Coulomb, efectuo una elaborada serie de experimentos, por medio de una 
delicada balanza de torsion inventada por el mismo, para determinar cuantitativamente la 
fuerza que ejercfa la balanza entre dos objetos que tenian una carga estatica de electricidad. 
El resultado que obtuvo ahora lo conocen muchos estudiantes de preparatoria y guarda una 
estrecha similitud con la ley gravitacional de Newton (descubierta unos cien anos antes). 
Coulomb afirmo que la fuerza entre dos objetos muy pequenos separados en el vacfo, o en 
el espacio libre por una distancia comparativamente grande en relacion con el tamano de los 
objetos, es proporcional a la carga en cada uno e inversamente proporcional al cuadrado de 
la distancia que las separa, o sea, 



F — k 



Q\Qi 

R 2 



donde Q x y Q 2 son las cantidades de carga positiva o negativa, R es la separacion y k es una 
constante de proporcionalidad. Si se utiliza el Sistema Internacional de Unidades 1 (SI), Q 
se mide en culombios (coulombs) (C), R en metros (m) y la fuerza en newtons (N). Esto se 
cumple si la constante k se escribe como 



k 



! 



El factor An aparecera en el denominador de la ley de Coulomb, pero no en las ecuaciones 
mas utiles (incluyendo las ecuaciones de Maxwell) que posteriormente se obtendran con la 
ayuda de la ley de Coulomb. La nueva constante e Q se denomina permitividad del espacio 
libre y tiene una magnitud medida en faradios por metro (F/m), 



e 0 = 8.854 x 1(T 12 A 



367T 



- 10 -9 F/m 



(1) 



1 El Sistema Internacional de Unidades (sistema mks) se describe en el apendice B. Las abreviaturas para las 
unidades se dan en la tabla B.l. Las conversiones a otros sistemas de unidades se dan en la tabla B.2, los prefijos 
para las potencias de 10 en el SI se dan en la tabla B.3. 
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— • 

Origen 



Figura 2.1 Si Q 1 y Q 2 tienen el mismo 
signo, el vector fuerza F 2 sobre Q 2 tiene la 
misma direccion que el vector R 12 . 



La cantidad f f) no es adimensional, ya que la ley de Coulomb demuestra que sus unida- 
des son C 2 /N • m 2 . El faradio sera defmido mas adelante y se mostrara que sus dimensiones 
son C 2 /N • m. Se ha anticipado esta definicion al utilizar antes la unidad F/m en (1). 

La ley de Coulomb resulta ahora 



QiQi 

4jt€oR 2 



( 2 ) 



No todas las unidades del SI son familiares en los pafses de habla inglesa, pero ahora 
se han estandarizado en la ingenierfa electrica y la ffsica. El newton es una unidad de fuer- 
za igual a 0.2248 I b f y es la fuerza requerida para dar a 1 kilogramo (kg) masa una acelera- 
cion de 1 metro por segundo por segundo (m/s 2 ). El coulomb es una unidad de carga 
extremadamente grande, pues la cantidad mas pequena de carga conocida es la del electron 
(negativo) o la del proton (positivo), que en unidades mks tiene un valor de 1.602 x 10~ 19 C, 
y de aquf que una carga negativa de un coulomb representa alrededor de 6 x 10 18 electro- 
nes. 2 La ley de Coulomb muestra que la fuerza entre dos cargas de un coulomb cada una, 
separadas un metro, es de 9 x 10 9 N, o casi de un millon de toneladas. El electron tiene 
una masa en reposo de 9.109 x 10” 31 kg y un radio de un orden de magnitud de 3.8 x 10~ 15 m. 
Esto no significa que el electron sea esferico, tan solo sirve para describir el tamano de la 
region mas probable en la cual puede encontrarse un electron en movimiento lento. Todas 
las otras partfculas cargadas conocidas, incluyendo al proton, tienen masas y radios mayo- 
res, y ocupan un volumen probabilistico mayor que el del electron. 

Escribir la forma vectorial de (2) requiere el hecho adicional (tambien proporcionado 
por el coronel Coulomb) de que la fuerza actua a lo largo de la linea que une a las dos car- 
gas y es repulsiva si las cargas son similares en signo, y atractiva si son de signos opuestos. 
Sea Tj el vector que localiza a Q } y r 2 el que localiza a (L,. Entonces, el vector R 12 = r, — r 
representa el segmento de recta dirigido de Q x a Q 7 , como lo muestra la figura 2.1. El 



2 La carga y la masa de un electron se encuentran en la tabla C.4 del apendice C. 
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vector F, es la fuerza sobre Q 1 y se muestra para el caso en el que Q i y Q 1 tienen el mismo 
signo. La ley de Coulomb en forma vectorial es 



F 2 



6162 

47760/^2 a '~ 



donde a p = un vector unitario en la direccion de R v , o sea 

_ Rl2 _ Rl2 _ r 2 1*1 
3,2 IR12I ^12 |r 2 — ri| 



( 3 ) 



( 4 ) 



EJEMPLO 2.1 



Para ilustrar el uso de la forma vectorial de la ley de Coulomb ubiquemos una carga 
Q 1 — 3 x 1(T 4 C en M( 1, 2, 3) y otra carga Q-, — — 10~ 4 C en N(2, 0, 5) en el vacfo. Se de- 
sea encontrar la fuerza que ejerce Q 1 en (1,. 

Solucion. Se emplearan las ecuaciones (3) y (4) para obtener el vector fuerza. El vector 



R12 = r 2 - r t = (2 - l)a A + (0 - 2)a v + (5 - 3)a, = a v - 2a_ v + 2a, 
lo que lleva a |R 12 | = 3, y cl vector unitario, a p = 1 (a y — 2a y + 2a_). Por lo tanto, 



3 x 10 _4 (-10~ 4 ) / a v - 2a v + 2a, 

47r(l/367r)10- 9 x 3 2 V 3~ 



= -30 



2a v 4 “ 2a, 



N 



La magnitud de la fuerza es de 30 N (aproximadamente 7 Ib^) y su direccion la especifica 
el vector unitario que se ha puesto entre parentesis para resaltar la magnitud de la fuerza. La 
fuerza sobre Q 1 tambien puede considerarse como la suma de tres componentes de fuerzas, 

F 2 = - 10a v + 20a v — 203- 

La fuerza expresada por la ley de Coulomb es una fuerza mutua, pues cada una de las 
dos cargas experimentan una fuerza de la misma magnitud, aunque en direccion opuesta. De 
igual modo se pudo haber escrito 



Fi 



-f 2 



Qi Q 2 

t 1 

47te 0 Rj 2 



Q\Qi 

o 3 ]2 

4jTe 0 R 2 l2 



( 5 ) 



La ley de Coulomb es lineal, ya que si se multiplica por un factor n, la fuerza sobre 
<2o tambien se multiplica por el mismo factor n. Tambien es cierto que la fuerza sobre una 
carga debida a la presencia de varias cargas es la suma de las fuerzas que sobre dicha carga 
ejercerfan individualmente cada una de las otras cargas. 
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capItulo 2 Ley de Coulomb e intensidad de campo electrico 



D2.1 La carga Q A — —20 /zC esta en el punto A(— 6, 4, 7) y la carga Q B = 50 /zC 
esta en el punto 5(5, 8, —2) en el espacio libre. Si las distancias estan dadas en me- 
tros, encontrar: a) R (/( ; b) R AB . Determinar la fuerza vectorial ejercida por Q B sobre 
Q a si e 0 =; c) 10~ 9 / (36 jt) F/m; d) 8.854 x 10~ 12 F/m. 

Respuesta: lla r + 4a v — 9a. m; 14.76 m; 30.76a v + 11.184a v — 25.16a. mN; 30.72a r + 

x y z x y z x 

11.1 69a y — 25.13a„ mN 



2.2 Intensidad de campo electrico 

Si ahora se considera una carga en posicion fija, por ejemplo Q v y se mueve lentamente una 
segunda carga a su alrededor se nota que en todas partes existe una fuerza sobre esta segun- 
da carga. En otras palabras, esta segunda carga muestra la existencia de un campo de fuer- 
za. A esta segunda carga se le llama carga de prueba Q r La fuerza sobre ella esta dada por 
la ley de Coulomb, 



A 

Interactivos 



F, = 



QiQ, 

4jte 0 R 2 u 8l ' 



Si se escribe esta fuerza como una fuerza por unidad de carga se obtiene 



El = Ql 

Q, 4jre 0 5 2 , *' 



(6) 



La cantidad en el lado derecho de (6) es funcion unicamente de Q x y del segmento de lrnea 
dirigido desde Q x a la posicion de la carga de prueba. Se trata de un campo vectorial al cual 
se le llama intensidad de campo electrico. 

Se define la intensidad de campo electrico como el vector fuerza sobre cada unidad de 
carga positiva de prueba. La intensidad de campo electrico no se puede medir experimen- 
talmente encontrando la fuerza sobre una carga prueba de 1-C, ya que esto tal vez origine 
una fuerza tal sobre que modifique la posicion de dicha carga. 

La intensidad de campo electrico debe medirse en unidades de newtons por coulomb: 
la fuerza por unidad de carga. Nuevamente, se introduce por adelantado una nueva cantidad 
dimensional, el volt (V), que se presentara hasta el capftulo 4 y cuyas unidades son joules 
por coulomb (J/C) o newton-metros por coulomb (N • m/C); la intensidad de campo electri- 
co se medira de una vez en las unidades practicas de volts por metro (V/m). Si se utiliza una 
E mayuscula para designar la intensidad del campo electrico se obtiene finalmente 




(7) 



E = 



Q i 

4jre 0 5 2 f 



ai, 



(8) 



La ecuacion (7) es la expresion que define la intensidad de campo electrico y la (8) es la 
expresion para la intensidad de campo electrico en el vacfo debido a una carga puntual Q v 
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En las secciones siguientes se obtendran e interpretaran las expresiones para la intensidad 
de campo electrico debido a configuraciones de carga mas complicadas; por ahora solo se 
vera que informacion puede obtenerse de (8), el campo de una carga puntual unica. 

Primero se evitara el uso de la mayorfa de los subindices en (8), sin renunciar al dere- 
cho de aprovecharlos de nuevo cuando exista la posibilidad de un malentendido. 



E = 



Q 

4tT€()R 2 



(9) 



Se debe recordar que R es la magnitud del vector R, el segmento de recta dirigido des- 
de el punto en donde se localiza la carga puntual Q hasta el punto en el cual se desea cono- 
cer E, y que a A , es un vector unitario en la direction de R. 3 

Se localizara arbitrariamente Q { en el centra de un sistema de coordenadas esfericas. El 
vector unitario a R sera entonces el vector unitario radial a r y R sera r. De aquf que 



E = 



Q i 

47reor 2 



a r 



(10) 



o 



4;reor 2 

Esto evidencia que el campo solo tiene componente radial, con lo que la relation del inver- 
so al cuadrado de la distancia resulta bastante obvia. 

Estas expresiones escritas en coordenadas cartesianas para una carga Q en el origen, y toman- 
do en cuenta que R = r = xa x + ya y + za. y a A , = a r — (.ra v + ya y + zaJ/Vx 2 + v 2 + z 2 dan co- 
mo resultado 

x 

a, 

y/x 2 + y 2 + zr 

, z 

H" — / a v H — , 3- 

yjx 2 + y 2 + z 2 ' \J x 2 + y 2 + z 2 

Esta expresion ya no muestra en forma inmediata la naturaleza simple del campo, y su 
complejidad es el precio que se paga por resolver un problema que posee una simetrfa esfe- 
rica utilizando un sistema de coordenadas con el que (por ahora) es posible que estemos mas 
familiarizados. 

Sin el empleo del analisis vectorial la informacion contenida en (1 1) hubiera tenido que 
expresarse mediante tres ecuaciones, una para cada componente y, con el fin de obtenerlas, 
se hubiera tenido que partir la magnitud de la intensidad de campo electrico en tres compo- 




E = 



Q 

Att€o(x 2 + y 2 + z 2 ) 



3 Se intenta firmemente evitar la confusion entre la pareja r y a r y la pareja R y a A . La primera pareja se refiere 
especificamente al sistema de coordenadas esfericas, mientras que R y a^no se refieren a ningun sistema de coor- 
denadas (en especial la eleccion de lo que representen se hace segun el criterio propio). 
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(*'. /> z') 



Origen 



Figura 2.2 El vector r' localiza la carga puntual 
0, el vector r determina cualquier punto P(x, y, z) 
del espacio y el vector RdeQa P(x, y, z) es 
entonces R = r — r\ 

nentes y asi encontrar la proyeccion sobre cada uno de los ejes coordenados. Esto se hace 
automaticamente utilizando la notacion vectorial por medio del vector unitario. 

Si se considera una carga que no este en el origen del sistema de coordenadas, el cam- 
po ya no tiene simetrfa esferica (ni simetrfa cilmdrica, a menos que pase sobre el eje z) y en 
este caso es posible utilizar las coordenadas cartesianas. Para una carga Q situada como 
fuente puntual en r' = x'a t + y'a y + z! a., como se ilustra en la figura 2.2, la intensidad en 
un punto cualquiera del campo r = xa x + ya + za^ se encuentra expresando R como 
r — r', lo cual da como resultado 



E(r) = 



Q r- r' 
4^reo|r - r'| 2 |r - r'| 



g(r-r') 
4^eo|r — r'| 3 



Q[(x - x')a x + (y - y')a v + (z - zQa-] 
47reo[(x - x') 2 + (y - y') 2 + (z - z') 2 ] 3/2 



( 12 ) 



A1 principio se definio un campo vectorial como una funcion vectorial del vector de posi- 
cion, y esto se destaca sustituyendo la simple letra E por la notacion funcional E(r). 

La ecuacion (1 1) no es mas que un caso especial de la (12), donde x' = y' = z' — 0. 
Dado que las fuerzas de coulomb son lineales, la intensidad de campo electrico debido 
a dos cargas puntuales, Q x en r, y Q n en i%, es la suma de las fuerzas sobre Q t causadas por 
Q\ y Qt cuando actuan individualmente, o sea, 



E(r) = 



Q\ 



47T€ 0 |r-r 1 



r a i 



Qi 



4^6 0 |r- r 2 | 



r a 2 



donde aj y a 2 son vectores unitarios en la direccion de (r — Tj) y (r — r 2 ), respectivamen- 
te. Los vectores r, r p r — r p r — r 2 , aj y a, se muestran en la figura 2.3. 
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Figura 2.3 La suma vectorial de las 
intensidades de campo electrico total en P 
debido a Q, y Q 2 puede hacerse por el 
caracter lineal de la ley de Coulomb. 



Si se agregan mas cargas en otras posiciones el campo debido a n cargas puntuales sera: 



E(r) = 



Gi 



47re 0 |r - ri 



r a i 



Qi 



4tt e 0 1 r — r 2 1 



r a 2 ' 



+ 



Qn 



4tt e 0 |r - r„| 



> *^n 



(13) 



Esta expresion ocupa menos espacio cuando se usa el signo de ^ y un rndice de suma m 
que toma todos los valores enteros sucesivos entre 1 y n, 



EM = E 

m = 1 



Qm 

t a ; 

4^e 0 |r — r m \ 2 



(14) 




Interactivos 



Cuando (14) se desarrolla es identica a (13), y los estudiantes que no esten familiarizados 
con los signos de sumatoria deberan verificar dicho resultado. 



EJEMPLO 2.2 



Con la finalidad de mostrar la aplicacion de (13) y (14), encontrar E en el punto P(l, 1, 1) que 
causan cuatro cargas identicas de 3-nC (nanocoulombs) localizadas en los puntos Pj(l, 1, 0), 
P 2 (— 1, 1, 0), P 3 (— 1, — 1, 0) y P 4 (l, —1,0), como lo muestra la figura 2.4. 

Solution. Se encuentra que r = a r + a v + a., r : = a x + a , y, por lo tanto, r — r : = a,. Las 
magnitudes son: | r — rj = 1, | r — r 2 | = \/5, |r — r .j = 3 y |r — r 4 | = \^5. 
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A 

llustraciones 




Figura 2.4 Una distribucion simetrica de cuatro cargas puntuales identicas cuyo 
valor es de 3 nC produce un campo en P, E = 6.82a x + 6.82a y + 32.8a z V/m. 



Puesto que <2/4:% = 3 x 1 0 9 /(47r x 8.854 x 10 12 ) = 26.96 V • m, se puede utilizar (13) 
o (14) y as! obtener 

E = 26.96 
o 



a~ 1 2a.- + a ^ 1 2a v d~ 2a v a- 1 2a v d - a- 1 

TT^ + V5~(V5) 2 + ~ 3~ V5'(V5) 2 



E = 6.82a* -|- 6.82a y d- 32.8a,. V/m 



D2.2 Una carga de —0.3 /xC se encuentra en el punto A(25, —30, 15) (en cm) y una 
segunda carga de 0.5 /xC se encuentra en el punto B{— 1 0, 8, 12) cm. Encontrar E en: 
a) el origen; b) en P(15, 20, 50) cm. 

Respuesta: 92.3a x — 77.6a } , — 94.2a z kV/m: 1 1 .9a v — 0.5 1 9a y + 12.4a. kV/m 



D2.3 Evalue las sumas siguientes: a) 



E 

m = 0 



l-H-l) m 

m 2 + l 




(0.1 )' n d- 1 
(4 m 2 ) 1 - 5 



Respuesta: 2.52; 0.176 



2.3 Campo debido a una distribucion continua 
de carga volumetrica 

Si ahora se visualiza una region del espacio con un enorme numero de cargas separadas por 
distancias diminutas — por ejemplo, el espacio entre la rejilla de control y el catodo de un 
canon de electrones de un tubo de rayos catodicos que opera con una carga espacial — , se 
observa que es posible reemplazar esta distribucion de muchas parti'culas pequenas por una 
distribucion suave y continua de carga, caracterizada por una densidad de carga volumetrica, 




